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ai 
E TE Be fi we Ay jt AB Ph p ME PA A 
ar ot == oe (1. 1. 6) 
Ər a7" 
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a" oF" 
Wo ME Ot 1. 7b 
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oS lap TUB Se TW WU Re E AE 
Ca) 有 2 个 分 量 . 在 坐标 x* PERE IC A T. 
(b> 244M a” FE YT PPT. 


TOR) = Tir), (1.1.8) 
Hop r Ai & Zi] — A Bd PY 28 7 Ted GE Br. C1. 1. SB ER E n fE 
TE SE PRE i T RTE AS 
— Pity so CE SG Be ti, WY See. aE 
(a) Fa TOE. Ep a” PEM IGA T Mtl En). 
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Te = “Ly, (1.1.9) 
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ar ar” 
BL Pe -PEET ERIR SE ER PAAD MI E PR RLR HEIT AEE GC E EIK ht 
的 基本 特征 . E B A EK A AY aE O A HE. 

在 仿 射 空间 中 还 可 以 引入 另类 张 量 叫 协 变 张 量 . 它 的 基本 
持 征 是 每 “指标 的 变换 规则 与 坐标 微分 的 复 变 换代 … 致 , 为 了 在 
符号 上 如 以 区 分 , 逆 灾 张 量 的 指标 申 上 标 标记 .而 协 变 张 基 的 指标 
由 下 标 标 记 . 

由 于 零 阶 张 戈 不 随 坐标 变换 而 变 , 所 以 它 没 有 道 变 与 协 变 的 
差别 . 当 坐标 从 2 变 为 各， : 阶 协 变 张 量 了. 相应 变 为 字 .， 

字 aa. 


ao Ta C1. 1.141) 


aF” 


ZEAE ES Ly HE sie Be 4 aS Fa A 
Pa am TT a (1.1.12) 
ar" ax’ 
OE EB BSE bay ee A AAT. 
HE Shick BY AGE OBE rat ES i A th BR SK 最 
TST AY fit GK Be — BY. 它 的 变换 规则 是 
Te = PE 7s. (1.1.13) 


一 般 讲 ,一 个 张 基本 以 有 个 迹 变 指标 ,g 个 协 变 指标 , 即 有 形式 
Te 


i ae a 


RIPE EPR A Ce OPK. EIE PE h. 这 名 
PR (B28 FA PE SK a= 0) ,或 协 变 张 量 (p 一 0). 

F PESK bese MADE A PRR REP EN 
在 学 标 变换 下 的 行为 . 作为 例子 ,我 们 看 在 式 (1. 1. OAC. 1. 7B 
己 出 现 过 的 克 龙 还 克 5CKroneker) 符 导 


g an (1.1.14) 
iO, 天 乱世 
可 以 证 明 它 是 一 个 C1 DERA E. 让 我 们 用 混合 张 量 哆 变换 式 


(1.1. 13) 来 定义 变换 后 的 6. 


of 一 - OR = az az 一 a 一 人 (1.1.15) 
ar gF” aT” 3%" ax" 
可 见 在 任 一 坐标 下 , 它 的 取 值 都 由 41, 1. 14 RE. 

两 个 张 量 可 以 作 吉 法 .减法 和 乘法 运算 . 由 于 决定 张 量变 换行 
为 的 建 阵 是 随 不 同 点 而 不 同 的 ,所 以 必须 在 同一 点 上 的 两 个 张 基 
间 进 行 运 算 , 才 能 使 运算 后 的 盘 保 持 张 基 的 性 质 . 

张 量 的 加 减法 定义 为 相应 分 量 的 相 如 或 相 减 ,因此 这 两 个 张 
是 必须 同 阶 ,运算 后 仍 得 同 :点 上 的 同 春 张 量 , 如 

Ce = At + BY, (1.4.16) 

张 量 的 乘法 叫 外 乘 . 如 (51.1) 阶 张 蔓 AS 和 51,0) 阶 张 量 B” 的 

Mh He REMA 


一 (1.1.17) 
册 定 六 直接 可 验证 Ce EOC DitEk. 一 般 由 (aa) 阶 张 其 与 
(Pogo TSK Sb HERSEY Cp + prg Hao ERE. 
对 混合 张 量 还 可 定义 一 种 运算 叫 缩 并 , 它 证 混合 张 量 的 某 一 
对 上 下 指标 取 相 同 值 并 求 和 , Once. Lae Bt AP 可 对 gg( 或 加 和 4 
缩 并 ,得 到 
C = A* (1.1.18) 
或 
De 一 As, (1.1.19) 
eee Aydt CY ak D HAA 1.0) Brak bg EIE. 一 - 般 讲 ， 
Cp qo PEET- -次 缩 并 后 成 为 (p 一 1,9 一 1) 阶 张 量 . 
顺便 说 明 一 点 ,熟知 的 矢量 癌 的 内 乘 实 际 上 是 外 琴 后 再 缩 并 ， 
因此 不 是 一 种 新 的 运算 . 值得 注意 的 是 必须 在 道 变 矢 量 4* 和 协 
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aS 4 B, 间 进 行 这 运算 . 运算 后 得 到 
C= A‘R,. 
它 是 一 个 标量 . hR i a) EE PS a br BY 
a HOR GE E PR ee E. 但 是 如 果 有 有 协 变 的 关系 式 , 如 
At = Bt’, 
LEATA A BY ask BRB TERA C 也 是 张 量 . 这 性 质 称 为 张 
iz FA) pa ae 


$1.2 张 量 的 对 称 性 


首先 看 二 阶 道 变 张 量 T°. CH2 Be eR Ra 
pu pl ae P 
pel pE ao YP 


mR EET PK. aD 
T" = T, (1.2. 13 
AR ALOU aK i TOI E KITE ts 上 和 v 是 对 称 的 . 若 它 是 反对 称 和 矩阵 ， 
即 
T* =— 7, (1.2.2) 
WRK TAR Eee 上 和 > 反 称 . 容易 看 出 , 当 张 最 在 某 一 坐 
标 下 是 对 称 ( 或 反 称 ) 的 ,那么 在 任 一 坐标 下 它 都 是 对 称 ( 或 友 称 ) 
的 . 重要 的 正 是 张 量 的 对 称 性 与 坐标 无 关 . 
二 述 对 称 性 质 的 讨论 对 协 变 张 量 也 适用 . 但 是 它 对 混合 张 寻 
不 适用 . 当 混 人 台 张 量 在 一 个 坐标 系 中 有 对称 性 ,在 变换 到 另 一 个 坐 
标 系 后 , 它 一 役 不 能 保持 对 称 性 . 
一 个 不 对 称 的 二 阶 道 变 (或 协 变 ? 张 量 总 可 分 解 成 两 部 分 之 
和 ,其 一 部 分 足 对 称 张 量 , 另 一 部 分 是 反 称 张 址 . BE 
pes Set AT, C1. 2. 33 
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Ses Se (1.2.19) 
Aw = A", (1. 2.5) 

这 种 分 解 容 易 唯 一 地 确定 下 来 . FRNA 
se = T+) =T, (1.2.6) 
AM -4 Cpe — T) = T, (1.2.79) 


人 们 党 常用 辆 括号 表示 对 称 组 合 ,用 方 插 号 表示 反对 称 组 合 ， 

对 调 阶 张 量 , 完 全 可 以 在 上 述 意 义 下 说 它 对 某 两 个 上 标 ( 或 下 
标 ? 是 对 称 的 或 反 称 的 , 仍 须 注意 ,对 一 个 上 标 一 个 下 标 这 对 称 性 
没有 疙 义 , 因 这 种 对 称 性 在 坐标 变换 下 不 能 保持 . 当 不 元 限 制 地 说 
某 首 恋 (或 协 变 ) 张 最 是 对 称 的 或 汉 称 的 . 事 意 指 它 对 任 一 对 上 标 
(或 下 标 } 都 是 对 称 或 反 称 的 . 如 三 阶 的 对 称道 变 张 蕙 应 满足 


"ma —- pre — ype 一 pee, fl. 2 a) 
m = By as az, PRI E ee Ve A 
pel pee P op (1.2.9) 


反 称 张 量 还 共有 如 下 常用 的 性 质 : 

Ca) 当 任 意 两 个 指标 联 同 样 值 时 , 张 量 的 该 分 量 为 零 . 

(b> n 维 空间 中 最 高 阶 的 反 称 张 量 是 wn 阶 的 ,这 张 量 只 有 一 
个 独立 分 量 . 如 三 维 空间 中 的 三 阶 反 称 张 十 了 只 有 了 是 独立 
Sy GF. 其 他 不 为 零 的 分 量 均 与 它 相 竺 或 等 值 开 号 . 

Cc) n 维 空 间 中 的 4 一 1 阶 反 称 张 一 只 有 ?个 独立 分 量 . 如 三 
维 空间 中 的 EPK E Tea kA a TTSA T. Hii A 
Hye Sy be Es 1 SES - 

作为 应 用 的 例 , 我 们 讨论 ARE a Roc. 在 空间 某 点 取 壮 个 
ARE IESE AY UB dc" oda" ede". 可 以 用 它们 构成 的 行列 式 来 
定义 oh BK 
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| 

| 

| 

| (7.2.70) 
忠 喇 中 号 | 

| 


i dir™ dat er darts | 
fT FA a Ae at Ot EG Gr Ee Re PRAY. EA fy +f he ap a T 
1X4} Fe 0 SET aE n PCR EP PTR oc (RAS. 


3 1.3 矢量 的 平移 和 仿 射 联络 


AITTE E FE o MA ELAES i R T R E E. 
可 是 张 华 场 的 微分 村 贞 需要 这 样 的 相 减 , 为 了 使 微分 运算 不 硫 坏 
SKE TE yO GT A -种 新 的 操作 ,叫做 张 量 的 平移 , CREME POS 
(坐标 六 -r 7 的 张 量 平 移 至 邻近 点 QCA ER tdr nie RO E 
AY Se GE. | RS ha PER mR A OS RE PRK BE PEE. 为 实现 这 半 移 所 
EY or HEE LE (RSS. 

Ay DL fa Be R, PRT BA PB ERB HES A RES. i AT P 
FLAY BE ot A, CP). EFR E QO 点 后 相应 的 矢量 记 作 ALCP > 
作为 线性 的 理论 :平移 引起 的 改变 PA, CPO BALE F ALCP). 
For Lt ay FE dr". at fE, 


(1.3. 13 
JX EGI EE A RE Ta COREY fe P aU fT RS. 我 们 要 求 4, CP 
QTE Qt By ER R BR YY HE DE X e E 


AKP + Q) = [>] 4.cP ~ @). (1.3.2) 
Li | gp 
AB AG TE 9 A PE BY he SPE AB 
| | | ar" | 十 | arr" | d 
| j | ra) i az” l F | arar. pP E 
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— a | de 1 C1]. 3. 3) 


(1.3. 2) 式 可 写作 
A,+ ,Ad 


i 327 ac ay 


piada"), Cl. 3. 4} 


ar” FoF" ar” 
这 里 -pmu pg P 8s HY AL he BRL ORG POT 考虑 到 
A, 和 dx* iE P AGRE HERRA 


A, = 


ar" at 


{Èm CL. 3. 4) 式 ,上 略 去 坐标 微分 的 .级 小 量 ,并 注意 所 得 的 式 子 对 
任意 的 A, 和 dz" Hid A nin 
yo ar? ax ata! am 十 Te az (1.3.5) 
e ax” 


aye ar Ape ax" 


利用 变换 矩阵 的 性 质 (1. 1. OA d. 1. 7) BP ML. 3. RRR Fas 

和 3 | pe at ox" ot (1.3. 6) 

aya aT 

这 就 是 仿 射 联络 所 必须 满足 的 变换 公式 .从 这 会 式 看 出 , 仿 射 联络 

不 是 张 基 (除非 (1. 3.6) 式 右边 第 一 项 为 地 ). 容易 看 出 ,为 了 使 4， 

(Pr 是 人 @ 点 的 矢量 , 仿 射 联络 的 变换 公式 (1. 3.6) 不 仪 是 必要 
色 件 而 且 也 是 充分 条 件 . 

至 此 我 们 对 仿 射 联络 的 唯一 限制 是 它 必 须 满 足 变 换 式 (1. 3， 

6). 因此 .我 们 可 以 在 其 一 组 坐标 下 任意 地 给 定 一 个 仿 射 联络 场 


(zx) ,然后 用 (1. 3. ORREL TH Pe) ,这 样 就 在 
仿 射 空间 中 确立 了 -种 联络 . 
用 联络 建立 的 平移 操作 也 可 以 对 其 他 阶 张 量 进行 . 看 了 点 的 
OAS Sek ACP). 在 确定 联络 后 可 以 证 明 ， 
At(P — Q) = A" eA = A*— TiAdx’” (1.3.7) 


= Thee Te oT 
ar ar i 
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Æ Q 点 的 道 变 矢量 . (1, 3. 7) 就 是 用 联络 对 道 变 矢量 作 平 称 的 公 
式 . 因 更 高 阶 张 量 的 平移 公式 不 需要 用 到 ,我 们 不 再 写 出 . 值得 指 
出 ,标量 是 坐标 变换 下 的 不 变量 ,因此 它 的 平移 不 需要 专门 的 操 
作 . 

仿 射 联络 还 有 以 下 几 点 有 用 的 性 质 , 它 们 都 是 直接 由 联络 的 
变换 公式 得 出 的 . 

Ca) 在 同一 仿 射 空间 中 引入 两 种 联络 , 记 为 ,和 7, 它们 
FALSE 1, DEKH. 

Th = Fh 一 = (1,2) 阶 张 量 . (1. 3. 8) 

O ERK Ia e o SPAR. BALLS rte — h 
联络 . 

Co) 联络 的 对 称 组 合 


T= FL +P) (1.3.9) 


也 是 一 种 联络 . 它 叫 对 称 联络 , 即 对 其 下 标 是 对 称 的. 
Cd) 联 络 到 的 反 称 组 合 
Tay = FT 1) (1. 3. 10) 


是 一 个 对 下 标 反 称 的 张 量 . 它 叫 仿 射 空 间 的 挠 率 张 量 . 若 挠 率 张 量 
为 零 , 则 联络 是 对 称 的 . 
Ce) 一 个 非 对 称 的 联络 总 可 表 为 对 称 联络 和 抄 率 张 量 之 利 ， 
EE 
Po = Phe + Fhe- (1.3.11) 


$1.4 张 量 的 协 变 微 商 


在 张 量 平移 概念 的 基础 上 ,我 们 可 以 对 张 世 场 定义 一 种 新 的 
徽 商 , 它 叫 动 变 微 商 . 对 张 量 场 求 协 变 微 商 后 所 得 的 量 将 仍 具有 张 
其 的 性 质 . 
15 


WAP WM. TOOR x? 的 普通 微 商 用 了 .表示 : 
ar 


T = —- E1. 4.19) 
ar 
ALS pr Bh oT AE AY T ous 
7 E _al at _ yp at (1.4.2) 
ar, ƏT g” at“ 


XAH T EUER HA. A AP k YB A A A SE EE 
质 , 所 以 它 就 定 文 为 标 基 场 的 协 变 微 商 . 协 变 微 商 用 了 .表示 , 则 
有 


了 一 了 or (1.4.3) 
SRG a UE tad TLC AR. 它 对 x 欧普 通 微 商 
a py Ot, fe) TAQ) — TCP) 
Ta) = ES = lim ~ 


显然 不 再 是 :个 张 量 . 为 了 使 协 变 微 商 后 的 了;,, 仍 是 张 量 , 我 们 利 
用 平移 操作 ,把 它 定 疼 为 
TD = PP >Q) 
me ne Ar - 
REE Ta de POO. 2) ETE E. h BE R ee AE eR. 3. 1)， 
C1. 4. OAI 


{1. 4.4) 


Toe = To, — PAT (1.4.5) 
这 就 是 协 变 矢 量 的 协 变 微 商 公 式 . 注意 ,(1.4.5) 式 右边 两 项 都 不 
是 张 量 ,它们 之 差 才 是 张 量 . 


为 了 崔 一 地 确定 其 他 阶 张 量 的 协 变 微 裔 ,我 们 要 求 协 变 微 商 

满足 与 普通 微 商 一 样 的 乘法 规则 , 即 
《一 CAN ) (BI) + CANDICE). (1.4.46) 

FH Ak — SE aft A fp Be Al Dp ES R E Es A. 4. 3) 和 (1. 4. 
5) ,就 可 导出 其 他 阶 张 量 的 协 变 微 商 公式 . 

AMER Ae). CSUR RRR B. Cr) TR ER 
At A“B,.. Al AL ER BED AE A R14. 3) ,我 们 有 
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CAC BO = CAB. 
代用 普通 微 商 和 协 变 微 商 的 莱 法 规则 ,得 
ALB, H ABa = ASB, + AFB, a (1.4.7) 
对 已 用 公式 (1.4.5), 上 和 式 改 写 为 
ASB, = ASB, + FUAR,,. 
SF] B, 是 任意 矢量 ,于 是 有 
AN, = At + PRA’. (1. 4.8) 
iC SE ae TE R E aR A AR. ERR. a Bh a se a pe 
商用 类 做 (1.4. 4? 式 的 定义 ,再 利用 道 变 矢量 的 平移 公式 (1. 3.7)。 
二 得 的 结果 量 一 样 的 . 
对 高 阶 张 量 也 可 类 似 地 做 . 如 对 二 阶 混合 张 量 场 Te). EG 
网 个 任意 矢 其 场 AY 和 OB, 可 以 构成 标量 TAB, 因此 有 
TRAB) a = CTIA'B,Y) ,. 
PRS FY ER 2S R.A A" 和 B, 的 协 变 微 商 公式 已 经 求 山 ， 
我 们 就 可 得 到 Te 的 协 变 微 商 公式 
fa = Tia t PST! — PTE, c1. 4. 93 
它 的 规律 是 对 每 一 上 标 按 道 变 矢 基 的 协 变 微 商 那样 操作 一 次 ,而 
对 每 -下 标 按 协 变 矢 朋 的 协 变 微 商 那样 操作 一 次 . 按 这 办 法 写 出 
二 阶 逆 变 张 曼 和 协 变 张 量 的 协 变 微 商 公式 如 下 ， 


Ta = T+ DTe + Te, (1.4.10) 
f T ana 一 了 ~~ ey ae ~~ PET ppe Cl. 4, 11> 
更 高 阶 的 情形 不 难 类 推 . 


HA 
On, = Of, + Pager — ree, 
的 ,因为 
Diet = Ts = Peet. 


这 样 得 出 结果 : 
oh, 一 D. (i. 4. 12) 
EN oe Hes SEIK bE Oo 的 普通 微 商 和 讳 变 微 商都 是 和 零 . 
另 一 例子 是 证 时 A... RR PRA ASK. 出 61.4.5) 式 知 
Aree! = Apa Z T aAa, (1.4.13) 
LAAWASKE.FuALHBMA KEES Ol: ATES RD. 
国 此 Ac, EE BB. JT PF HE. 4 He AD SP A. BD EE BH 
AS, eS FR ATA 
Apu] = Apen]. (1.4.14) 


全 1.5 MRA 


普通 空间 中 的 直线 可 定义 为 线 上 任意 相 邻 两 点 的 切 天 莉 都 相 
互 平行 的 曲线 . 把 这 概念 推广 到 维 仿 射 空间 ,相应 的 曲线 就 叫 测 
地 线 . 现在 我 们 要 导出 测 地 线 所 满足 的 微分 方程 . 

n 维 空间 的 曲线 由 ”个 参 世 式 描述 ， 


x” = AY, = 1; Zettai €1.5. 1) 
REP AcE Pts PES H. 曲线 上 任 一 点 的 切 和 天 量 定 义 为 
Ar SE (1.5.2) 


CH TMB. OPA RARER EHS 
PA a" 和 xz* 十 dzc*, ATE PO EAR RE SS RIE 
fi P SRR APOE RS QO RRR A PQ). RA: 


SWARLE BRAS PH QO HIRE E ` 
ACP + Q) # AQ, (1.5.3) 

这 曲线 叫 测 地 线 . 测 地 线条 件 (1. 5. 3HE BT S fE 
AD = C1 + FLAdADACP — QO). (1.5. 4) 


ak FSS Ee ATA TIE da 作 了 展开 ,并 保留 至 da 的 一 级 小 量 . 
利用 首 变 矢量 的 平移 公式 (1. 3.7), 我 们 有 
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dr” dr’ dz? 


ACCP — GQ) = g Ba a gath (1.5.5) 
巾 切 和 天 量 的 微分 公式 ,又 有 
AQ) = AP) + AAP) 一 全 4 Waa 《1.5.6) 


把 (1, 5.5) 式 和 (1.5.6) 式 代入 (51.5.4), 保 荔 至 一 级 小 量 , 并 如 整 
理 , 得 出 
Sx” x dx" 
car + ro Ge Gi 
这 就 是 测 地 线 的 微分 方程 . 
如 果 我 们 采用 一 类 特殊 的 标 基 性 参量 , 测 地 线 方程 将 得 到 简 
化 . 沟 看 清 这 一 点 ,考虑 参量 的 变换 


_ dr! GC 
= fA). (1.5.7) 


A= Ata. 
这 时 相应 有 
dx” _ da“ da 
da da dà’ 
dx d’x*{ de)? dr“ d’a 
dA” de (TA de dA?’ 
于 是 , 测 地 线 方 程 (1. 5. DRE 
eh add „a ax dz" daj? _ da” de d'a' 
doe | E dg da) (dal = FoR- Gl: 
C3.5. 8) 
从 (1.5.8) 式 看 出 , 若 计 参量 变换 满足 
dëa de 
di = f(A) di’ (1.5.93 
iH) Hh ER RF a i A 
diz? p dat de’ _ 
de + is doe dy 0. (1. 5.10) 


ICE AY os EtA. 
ae Far 46 th ff Ay Ze a a a EO . 
(a) 对比 C1. 5.7) 和 {1.5.10) 式 看 出 , 当 采 用 仿 射 会 量 sz 时 有 
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Fay =0. FRC. 5. OAH x Bet DH H E F 
At(Q) — AP -  Q), (1.5.11 
这 里 4 三 9， 
(b>) 仿 射 参量 并 不 唯一 . So 与 a 是 两 种 不 同 的 仿 射 参量 ， 
《1. 5.9) 式 告诉 我 们 ;它们 之 间 的 变换 满足 
d'e 
de 


即 仿 射 参量 的 变换 只 能 是 线性 变换 . 


= H, c1. 5.12) 


$1.6 曲率 张 量 


我 们 已 经 知道 RA ee SLE Ee (CRE 
张 量 . 搅 率 是 由 联络 构成 的 重要 张 量 . 下面 将 指出 ,由 联络 还 能 构 
造 出 另 一 个 重要 的 张 量 , 它 叫 曲率 张 量 - 

FR {7 fe Bh th ee SE SL A AA cK a. 看 任 一 协 变 矢 量 场 
Ay Cx) YY — BY HAE BY 

Arna = Aae T PiAg, m PLA, 
= Aan 一 了 
i Pere A, — PE Anp (1.6.1) 
RA. Se Ave ARPS. EB LE 


Ayn) av == tia, si» Ba ia we 


Riail — BPE agir pt» (1.6.23 
其 中 


Rie 5 Pie Ee dt PLES. C1. 6. 3) 

C1. 6. DAZE te. I Kk a. FAI RY eK E. 

E BOE WY A GK BR. C1. 6. DHA, 4 HE ASS ER. 

PR] Ap È 17) SB AE SS Eee X FR A A SA sh YE AR FE FE) A, 的 两 次 协 变 微 
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商 才 可以 变换 次 序 . 
由 定义 式 (1. 6. 3) 可 看 出 曲率 张 量 的 两 点 性 质 , 首先 ,人 它 完 爹 
由 联络 和 联络 的 - - 阶 微 商 所 决定 . 其 次 ,. 它 对 下 株 y Pe E R 
的 ,到 
Row 一 一 Ri, (1.6.4) 
曲率 作为 (1,3) 阶 张 量 , 它 可 以 缩 并 . 独立 的 缩 并 方式 有 两 种 . 
一 种 得 出 
A, = Rigs (1.6.5) 


Ra = Roa €1.6. 6) 
EFA. 6. ORS PETER Rista aA SK E. 
He 38 Sy $e Sk — A T A e 8) 2 a ep oe BY SEAS SK Be. 如 果 
在 空间 某 区 域 V A HE E A EK BR SESE AB BY PAE 
HH , 益 能 找到 一 个 适当 的 坐标 变换 二 一 六 ,使 得 
m, 一 0， EVA. 《1. 6,7) 
我 们 个 证 明 这 定理 ,仅仅 指出 它 的 含意 .在 VV ARRAS RK 
éA, = 0. (1.6.8) 
这 表明 在 了 内 矢量 的 平移 不 改变 其 分 量 . 此 外 , 测 地 线 方 程 简 化 
为 
de® 
de? 
Ride V 内 测 地 线 旦 直线 . h a EE a. AC OV 内 的 空间 是 平 
坦 的 . A i. EPR eR UR]. AK RAH 
Ae hk T TE] Fe EF E Bs a. 
(Sth KR ae MA SK AEE SE ARE PAS. 
则 在 一 切 坐 标 下 的 为 地, 联络 不 是 张 量 ,从 联络 的 变换 公式 看 出 ， 
EERE PAS ER ei CRRA. 这 正 是 人 们 要 号 | 
用 曲率 张 基 和 找 率 张 草 来 蓝 画 空间 几何 性 质 的 原因 . 


= ü, C1.6.9) 
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Fx Jes BL (2 ok BA. BR RY ey SS AR SES A. 为 此 我 们 
考虑 矢量 A’ 沿 闭合 路 径 的 平移 . 令 dzx* Me BP ARPS 
小 位 移 ( 图 1.1). 把 已 点 的 矢量 AER dz Z Q, AEE Ox" 至 
M, PPR dr" 至 六 ,最 后 平移 一 6z ES P 点 .返回 了 点 后 .A* 
AEROS A +A’. 由 平移 的 定义 类 定 ,842" DE P MMe. 用 直 
截 了 当 的 计算 算出 这 沿 财 合 路 径 平移 后 的 增 量 为 


— d 


$A* 一 > 


RimA® (dada 一 drr“), C1. 6. 10) 


其 中 Ri 正 是 由 (1. 6.3) 定 义 的 曲 
六 2 率 张 量 . 它 的 张 量 性 也 可 从 (1. 6. 
”10) 看 出 .这 讨论 还 告诉 我 们 ,车 区 
域 V 内 曲率 为 零 , 则 矢量 沿 六 内 
的 任 一 回路 平移 而 回 到 出 发 点 时 
矢量 的 增 量 为 零 . 或 者 说 ,矢量 从 
V 内 一 点 平移 至 了 内 另 一 点 , 它 
图 1.1 REBATE 的 增 量 与 路 径 无 关 , 只 要 路 径 侈 部 

在 V 内 . 


ae 


第 二 章 325 (Riemann) JL 


ete Bee ZS fa a LAE RL FA RC. 这 
音 要 讨论 的 是 黎 曼 空间 的 几何 和 黎 曼 空间 中 的 张 量 分 析 . 


$2.1 黎明 空间 和 度 规 张 便 


我 们 用 二 次 型 l 
ds? = g drda” (2,1. 19 
JE ES AASB S CA EW de A ds. 规定 ds 与 坐标 无 
EIA. 这样 AEL E E E EK E. 为 确 
定 起 见 , 令 gw 是 对 称 张 量 ， 
| Bm T Br - (2.1.2) 
否则 ,gw 的 反 称 组 合 对 ds 没有 贡献 ,因而 是 不 确定 的 和 没有 总 多 
的 . 在 仿 射 空间 中 确立 了 度 规 场 后 ,空间 任意 两 相 邻 点 的 距离 有 了 
意义 ,这 祥 的 空间 就 叫 黎 曼 罕 疝 . 
我 们 熟知 的 三 维 欧 氏 空 间 是 黎 曼 空间 的 特例 . 在 欧 氏 空间 有 
用 第 卡 儿 坐 标 x' 二 x y MHz BRERA 
ds? = dz? + dy’ + dz’. (2.1.3) 
这 就 是 说 度 规 张 量 是 
1 0 "| 
Bm = 0 1 Ol. 
0 0 1 
这 张 量 竟 分 量 值 与 空间 点 无 英 . 当 在 欧 氏 空间 采用 球 坐 标 r, 
=f 2 一 pp 上 距离 公式 变 为 


(2.1.43 
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ds* = dr* + r dF + rsintéde, (2.1.57 
FAL DY AY BES SE Be E 


1 oO 0 
Za = |0 r" 0 (2.1.6) 
0 0 rsing 


1% SK Bt 4 EEA R A A. FE BR PR E Tal RA RL A fe YT 
处 正在 这 里. 

另 一 熟知 的 例 是 四 维 的 因 柯 夫 斯 基 (Minkowski) 空 间 , 它 是 

黎 曼 空间 的 区 一 特例 . ABR a Sct aay A te KE 
距离 公式 是 


ds? = -- cdz + dx? + dy? + dz’, (2.1.7) 
BD RE RAL SK be ee 
— i 0 0 8 
0 1 ool 
Be 一 0 0 1 0 == Fw: C2. 1.8) 
. O 0 0 1 
对 一 个 黎 上 党 空间 ,如 能 适当 选取 坐标 ,使 它 的 度 规 张 量具 有 形 
A: 
+ 1i — i, =v; 
Eme 一 0, uty, (2.1.9) 


WU A es Ea SS CE SAYS 1. 6 中 讲 的 平坦 性 的 关 
ASE Hae FD. 

RREPA - REE SRR AKA. FRE RE 
我 们 所 要 和 芍 形 式 . 

定理 :对 第 系数 的 二 次 型 

ds? = g,da*dz’, 

若 det|ge| 天 0, 则 必 能 找到 坐标 变换 ,把 这 二 次 型 化 为 坐标 微分 
的 平方 和 (或 差 ). 亦 即 使 变换 后 的 系数 音 " 满 足 42. 1. 9). 

在 黎 曼 空间 中 g。 一 般 不 是 常数 .这 时 上 述 定理 告诉 我 们 ,总 
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可 以 用 坐标 变换 把 任 POS OS ga CPOE RR O21. DATE 
这 和 定理 还 月 推论: 如果 区 域 了 1 度 规 张 量 场 是 负数 ,那么 VY 内 
晤 空间 是 平坦 的 . 

关于 平坦 性 ,最 重要 的 问题 是 怎么 判断 度 规 场 能 或 不 能 变 成 
(2.1.9) 的 形式 . 这 问题 将 在 本 章 的 $2.5 中 问答 . 


$2.2 张 量 指标 的 升降 


在 黎 曼 空间 中 , 某 点 上 的 道 变 矢 量 T 可 借助 该 点 的 度 规 张 
量 来 定义 相应 的 协 变 矢 其 ， 


1 = gi (2.2.1) 
其 他 有 逆 变 指标 的 张 量 也 可 做 同样 的 操作 ,如 
Dye = Laat se (2. 2. 23 
这 叫 张 量 指标 的 下 降 ， 
当 det gl 关 0; 我 们 可 以 定义 逆 变 的 度 规 张 量 gw”, 它 满足 
EEn = OF. - (2.2.3) 
利用 2 ORC RY PA EIK RE E EI PRE .如 
Te = g°T,, (2.2.4) 
Te = eT. (2.2.5) 


Gh. » AJH EE BY JE {E — Pa E og BE BL fo] a 
示 成 逆 变 的 EDR BRIS Sh. 这 是 黎 曼 空间 中 的 张 量 的 新 性 
Bt. 下 曾 两 个 例子 是 该 性 质 的 应 用 . 

例 1 任 一 矢 基 可 借助 度 规 而 构成 一 个 标量 


Ep TT = TT = gl T., (2.2.6) 
这 标量 叫 笑 量 长 度 的 平方 . 
H2 不 变 距 离 可 写作 
ds? = g,dx"dx”’ = drd" = g”dr dx, (2.2.7) 


”中 间 一 式 表明 度 规 的 混合 张 晤 形式 是 克 龙 涅 克 张 量 ， 


gt = oF, (2.2.8) 
这 一 点 也 可 以 (2.2. 3) 式 看 出 . 


$2.3 wBWARK (Christoffel KH 


HA 2 la) PEDRA EA RE. 28 Bs a) Ea 
村 求 平移 操作 保持 矢量 的 长 度 不 变 . 3 EE ES a E 
然 具 有 的 . 本 节 将 证 明 , 如 采用 对 称 联络 , 那 满足 这 附加 要 求 的 联 
络 完 全 由 度 规 场 决定 . 这 种 联络 叫 克 里 斯 休 去 联络 . 

FEP SUR Re ACP). 借助 联络 下 把 它 平移 至 邻 点 QQ 
而 成 为 ACP+Q), 

ASCP + Q) = ALP) — raU APde 1.3.7) 
aE FS ARE RO tk BE. N 
Ea DACP + QAP ~ Q) 
= g.(PIANPIACP). (2.3.1) 
由 度 规 场 的 微分 公式 
Bw D = gel P+ gy a(P)dz’, (2.3.2) 
fH C1. 3. FIAT C2. 3.2) 式 代入 (2. 3.1), RB—-B) SR. BR A’ 
Fz (Ee KE. Fe iS Fl 
Ema — Bela — Buta 0. (2.3.3) 
这 是 能 保持 长 度 的 联络 所 必须 满足 的 方程. 

《2. 3.3) 式 对 e M e EAR AREER S 和 Ce 十 1272 个 
独立 的 方程 . 可 是 联络 A oo? 个 独立 分 量 . 所 以 52. 3.3) 式 不 足 
以 确定 联络 . 如 果 我 们 规定 联络 是 对 称 的 ; 即 限于 讨论 据 率 为 零 的 
空间 , 那 联络 的 独立 分 其 也 是 n tn 十 1)/2 个 .这 时 联络 将 完全 被 
度 规 场 确定 ,并 可 由 (2. 3. 3) 式 解 出 . 

用 指标 的 循环 替换 po a ps, (2-3. 3) 式 可 写成 

Bou — Sab, — Budi, = O (2.3.4) 
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及 

Line — Bard w — Bul a = 0. (2. 3.5) 
FE C2. 3. 3) 式 与 (2. 3. OA, PRE. 3.5) 式 ,注意 联络 是 对 
称 的 ,我 们 解 出 


Pig = Bole = Bio + Bae — Syd C 3. 6) 
它 也 可 以 化 成 
YM. = Fg8" (gm + Ep — Lap). €2. 3. 79) 
1X HE ZS TRU . 2 TE Re & EB] A i E T BEL FES A MT R AB 
1X 28 5c a a EEA a ae. eS E 
去 联络 . 


ABTS. C2. 3. 3? 式 可 利用 协 变 微 商 的 定义 而 写成 (参看 (1， 
4. 117 式 ) 


有 mw = 0. 《2. 3.8) 
FRAN FR C2. 2. DRAA. 4. 12) 式 ,可 得 出 

£4 = 0. (2.3.9) 
这 说 明度 规 张 量 在 协 变 徽 商 下 的 行为 和 常数 张 量 在 普通 徽 商 下 的 


行为 是 一 样 的 . 

由 于 广 芯 相对 论 所 用 的 是 无 找 率 的 歼 曼 空间 ,因此 以 滞 我 们 
将 限于 讨论 对 称 联络 , 这 时 有 一 条 重要 的 定理 ;在 坐标 z* 下 点 
的 联络 为 (Dw). 我们 总 可 找到 坐标 变换 "> 2", (HE 


(天 Jp = 0. (2. 3.10) 
证 明 如 下 : Lh AB pp ae ee ra E 
x“ — eh = 4" + SC 2°", €2. 3. 11) 


其 中 Co 一 (党 ,昌都 是 常数 . P 点 的 旧 坐 标 是 ae BNE, 由 
(2. 3. 11) 算 出 
2T 


VA Re 


把 算得 的 这 些 结果 代入 联络 变换 式 41. 3. 6) ,得 到 


(Ftp = Phe + Ci. 

因此 只 要 令 Chs Ue (2. 3. 10 RES T RE. 

我 们 来 看 这 定理 的 含意 . AEB x* 下 了 点 的 联络 为 零 , 由 
《2. 3.3) 看 出 

CE male == Os 

BIE P SIURE de” BY Rb Ea a DRA gm 近似 为 常数 . 
回忆 本 章 $2.1 中 讲 过 ,gw 为 常数 的 区 域 是 平坦 的 . 这 样 导 致 条 
论 ,对 采用 对 称 联络 的 黎 曼 空间 中 的 任 一 点 卫 , 总 可 找到 一 组 过 当 
的 坐标 ,使 得 队 这 组 坐标 看 来 P 点 的 领域 是 近似 地 平坦 的 这 个 
结论 正 是 广义 相对 论 的 等 效 原理 的 数学 基础 


52.4 黎明 空间 中 的 测 地 线 


第 一 - 章 331.5 中 指出 , 当 采 用 仿 射 参 基 , 测 地 线 方程 将 有 简单 
的 形式 (1. 5. 10). 现在 我 们 利用 黎 曼 空间 中 的 度 规 张 量 来 引入 这 
A (iy St Bee. 
对 任 一 条 曲线 可 以 引入 -- 个 标量 积分 
s= | ds, (2.4.1 


其 中 ds SERRA HS REIS OP 是 曲线 上 的 固定 点 ,了 
是 曲线 上 的 任意 点 . 这 s 叫 曲线 上 Po 至 了 的 固有 长 度 . 它 是 标志 
曲线 土 的 点 揭 一 个 香 然 的 标量 性 参 莫 . 
Wis eit. mR a a” 定义 为 
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dz” 


u” 一 FAR (2,4. 29 
由 (2. 1. 1) 式 知 , 这 切 矢 量 总 是 单位 矢量 , 即 
Eau = 1. (2,4. 39) 


对 (2.4. 3) 式 求 协 变 微 商 ,注意 到 gu 一 0, 则 有 
Ett tt” + Ets, = 0. 


这 式 中 左边 的 两 项 是 相等 的 .于 是 得 到 


we, = 0. (2.4.4 
$e 40] Ae EL bh 2 SY, 
we 4 Pouru’ = f (su. (2.4.5) 
解 出 f(s). 
f(s) =u, oe 十 PH Pu). (2.4.6) 
注意 到 
a = utt", (2.4.7) 
我 们 有 


fs) = ulatu + Diu u) = uuu” = 0. 
这 就 证 明了 * 是 仿 射 参量 . 相应 的 测 地 线 方程 是 
det Pewee? = 0. (2.4.8) 
E eB 2s pa oh fe WH a A Ae E HE E. 对 空间 任意 两 点 
AM Bw Miz eh 
L= fas, 


积分 沿 过 A Al B 的 任 一 曲线 来 作 . 工 的 几何 意义 是 该 曲线 的 固有 
长 度 . 可 以 证 明 ; 过 A 和 B 的 测 地 线 使 工 取 极 值 . 回忆 欧 氏 空间 中 
A ER. 于 是 我 们 从 另 一 角度 又 看 到 了 测 地 线 是 欧 氏 空 
间 中 直线 概念 的 推广 . 
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$2.5 黎 受 空间 的 曲率 张 量 


在 第 一 章 $1.6 中 己 指 出 ,曲率 张 量 是 由 联络 和 联络 的 一 级 
微 商 构成 的 张 量 . 现在 我 们 来 看 在 采用 区 里 斯 菏 夫 联络 的 黎 曼 至 
间 的 曲率 张 量 , 即 歼 曼 张 基 具 有 哪些 新 的 性 质 . 

由 曲率 张 量 的 定义 (1. 6. 3? 看 出 , 当 联 络 是 对 称 的 ,曲率 张 量 
不 公有 对 称 性 


Rio = — Rigs C1. 6. 4) 
它 还 有 一 个 新 的 对 称 关 条 
Rig + Roa + Rh, = 0. (2,5. 1) 
A T -PAHAR Eg FR SEA C0, ORTES BS E 
Roa = pol Gs C2. 5. 2) 


FECL 6. DRA CZ. 5. OR AM Ra 具有 下 面 四 组 对 称 性 质 : 
Ca) 对 H 和 F 反 称 ， 


Rw = — Renn (2.5.3) 
Ch) xt p MLA HER, | 
Roam =— Ryga: (2.5.4) 
C0) 对 pA 和 pw 对称 ， 
Ran = Ro (2.5.5) 
CAAT Age PR. EPP FEA 
Rae + Roma + Rpg = O. (2.5.6) 


我 们 利用 这 些 对 称 性 质 来 分 析 nn 二 4( 广 义 相 对 论 所 要 的 情 
形 ) 时 曲率 张 量 的 独立 分 量 的 个 数 , 看 Re. 由 (2.5.3),pv 只 有 6 
种 取 值 才 可 能 使 Rao fy) oP TH ,如 

ev = 01,02,03,12.13,25. 
由 式 52.5.4), 4 也 同样 兵 有 这 6 种 取 值 .再 由 式 (2. 5. 5), pA 有 
Cl=7X6/2=21 PPR Ra AME 最 后 看 52. 5. 6) ,考虑 
到 上 述 对 称 性 质 后 , 它 只 提 和 化 一 个 独立 的 限制 条 件 , 即 
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Raiz + Rz + Roa SU. 
BEHER S SEA Ra A 20 PIR 
oe GE p C a SK a SE. 在 第 - ES. SA 


并 
A, = Ripa (1.6.5) 
ch TFR BK EA TEREC. 5. 4), A, =O. 这 样 唯一 非 等 的 缩 并 是 
R,, = Ra. €1.6. 6) 


它 叫 里 契 CRicci) 张 量 . 由 于 
Rw -一 BIR ap = E” Rn = E” Raia s 


Arh E ea E FE PR AY 
Ra = Row (2.5.7) 
ak thik aL fe + — TB a Fae 
R= g"R„ = Re (2.5.8) 
XR 叫 标量 曲率. 爱 因 斯 坦 引 入 了 -一 个 组 合 ， 
Ga = R,— SHR. (2.5.9) 


这 Ga WY oe HK te Te E. 爱 因 斯坦 张 量 在 建立 广 
文 相 对 论 的 引力 场 方程 中 有 特殊 作用 ,我 们 将 在 下 一 - 章 中 看 到 . 
最 后 我 们 用 空间 平坦 性 的 判 据 问题 的 讨论 来 结束 这 一 节 
接 第 一 章 和 1.6. 由 于 现在 采用 对 称 联络 ,因此 只 要 条 件 
R%, 一 0 (EVA). (2.5.10) 
就 一 定 可 以 找到 适当 的 坐标 ,使 得 
m=o (CEVA). 
Eyl 
gms 二 人 CHEV IAD. 
再 按 本 章 8 2.1, 当 在 Y 内 gw 是 常数 ,我 们 总 可 以 把 它 化 成 (2. 1. 
9) 的 对 角形 式 , 即 VV 内 的 空间 是 平坦 的 . 概括 起 来 说 , 黎 曼 空间 的 
平坦 性 判 据 是 黎 曼 张 量 等 于 零 ( 即 52. 5. 9) 式 ). 当空 间 是 平坦 的 ， 
我 们 总 可 找到 - -组 坐标 ,使 得 度 规 具有 闵 柯 夫 斯 基 度 规 的 形式 . 这 
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— SR pe TT” SC FST Te ALTE BP R HE ay. 
$2.6 Hee (Bianchi) 恒等式 


HH Fe Se ke BAY EOL 


i = Ti 十 Pp = BETE ain -十 PTS C1. 6. 3) 
mE AY LAHE BH EB — Bir HAE a PR ad ae TA — PIT AB 
Raa + Rho. T Rou. a 0. (2.6.1) 


JX 2 FR NY HB ee AE fe eK. 
因 张 量 方程 的 成 立 与 否 与 坐标 选取 无 关 , 我 们 采用 使 某 任 意 
点 也 上 联络 为 才 的 坐标 米 证 明 . 直接 对 (1.6.3) 式 求 协 变 短 商 , 在 
P 气 和 有 
Reece = — Gage Gye 
= — Fhe FL poe (2.6.2) 
.LP) 一 0 EE SERA A ET. ATRD RRA 
(2.8. DJLTÆ H HY T. XFER IEEE TORTS PAE —- Se ee 
恒等式 都 成 立 . 
对 毕 安 基 恒等式 (2.6. Da ep oo SEF ER BRS ke AE 
Aha Bid Ftp A Re op a 
Rime Ros — Ring = 0 (2.6.3) 
把 52. 6. DAE g” RHEI te A By EFDA SSF. AH gi 0. 
得 到 
Ce Roa ie cb Ce" Radin — CE Rade = 0. 
我 们 把 它 化 和 阐 , 并 整理 成 
| l 


Ri. 一 FJR | =o (2.6.4) 


IX oh Pi BA Be AD Sr EAL SH HR YY i aE tS E. eI) HH | Ak 
组 合 时 所 要 的 正 是 这 一 性 质 . 
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$2.7 ELOA 


ELBE SLATER S ES tip as ae GER Oe 7S TR a Pi 
qe ma eee. HEME RTE -个 映射 的 轿 念 '， 
前 面 我 们 一 直 把 a ee" 的 关系 式 
ye: FC a) (2, 7.13 
rp RE hy MA RE BI er Ae z fe] [mn] — ALAS BIA A he. C2. 7. 1) 
50 ti Bf BL EER FP - -种 完全 不 国 的 含意 :在 选 定 的 PE be ARP o” 
可 六 民 表 两 个 不 同 的 感 ，(2. T. 由 式 给 出 空间 中 点 与 点 的 一 种 -一 
- .对 应 关系 ,这 种 关系 叫 同 -一 空间 内 的 映射 ， 
我 们 将 讨论 无 穷 小 映射 , 邑 对 应 直 的 学 标 差 是 元 穷 小 量 . Ci 
- -ERAN 
yr = g" H e$“, (2, 7.2) 
se PL Erio AS ES FE YR IH E 是 一 .个 无 穷 小 参 贡 .各 
PRA 5.35 a ae Wee A Es Awe T — PIA RAT. 
然后 让 我 们 考虑 同一 空间 中 
前 张 量 场 在 映射 下 的 微 商 . 为 了 方 
便 , 把 任意 阶 的 张 证 场 了 Car) fai 
Bh T(x). PQ RRA 
pa CES {TEE SB BS 与 映射 相 联 
系 的 微 商 概念 是 要 把 TOP)4S 
TQ EHR. EE HE TLS 
上 的 张 量 ,直接 的 相 减 将 失去 张 攻 
的 性 质 . 为 此 必须 引入 映射 下 张 苦 图 2.1 BERR 
的 移动 (注意 这 是 与 以 前 讨论 的 平 
移 完 全 不 同 的 移动 ) ,由 它 把 T(PIBE Q 点 成 为 了 (了 一 他) :同样 
ETP >Q E Q 点 的 张 基 . 这 样 才 能 定义 张 量 场 在 映射 意义 
“Fag Geer BIE > 


oe 
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Pa) TPQ) ES) (2. 7.33 


QT Cr) = lim - 
需要 把 TPS QM E AE POR. aR. 02.7. SRE EAR Cp. 
OPERIE MAE o BTS RR. 


FOB th I per). 我 们 定义 


P=) = OCP). (2.7. 4) 
这 样 就 有 
Lgl) 一 lim KL? 一 MPO) 一 lim HO 一 AP) 
feo £ ft E 
=limp, dx’/e = 9,8". (2.7.5) 


AAT R R k). 我 们 用 直观 的 办 法 来 引入 PI 
OQ). P SHR ete eA FEE P AUREM E 
k“ CP), Bll 
BCP) = [Sr]. 
IX E (da, RR “A Oe CP. Be ERR PO OP’ 
(图 2.1) {PP P= (der, BIA EAR ACP). REE PCR ER 
为 x ST AY Q, 
xe = a + egar). 
映射 把 P' (坐标 冯 x* 十 dx 个 对 应 到 Q, 
xh = 2" + dr” + cf" (r+ dr). 
QF” 作为 PE™ WRG, EAEE T EPQ). 
Br = QQ =a" + dz” + ce" (x + dr) — x" — ef"(r) 
=d" + daz’ 十 二 级 以 上 小 量 . (2.7. 63 
k PSD AE ARTATI, CHELA 
Or” dat eg! dix” 


EPSO = ga T aa OER 


= REL P) 十 ee (PRP). (2.7.7) 
当 大 (人马 ) 有 了 确切 的 含意 ,我 们 就 可 以 算出 (x) 的 人 李 微 商 : 
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Qk Cr) 一 lim 全 Ce = EPR) 
ced 


RQ) 一 AP 


=lim Et Re 
E— i £ 
= ROE 一 Ske, (2.7.8) 


如 有 果 我 们 要 求 李 徽 商 也 满足 和 普通 微 商 一 样 的 乘法 规则 , 那 
就 不 必 再 讨论 其 他 阶 张 量 在 蜂 射 下 的 移动 而 直接 算出 它们 的 李 徽 
商 , PE ERE p OEA. pCx) 与 任 一 r(x) 加 构成 
标量 场 pk". 利用 莱 法 规则 ， 
elp) = (2p k" + p Rk, (2.7.9) 
由 标量 的 李 微 商 公式 (2. 7. 5), 
Rel Puk) = CPR) nE = puk 十 pee. 
把 它 与 入 的 李 微 商 公式 (2.7. 8) 一 并 代入 (2.7.9) JERS e B 
任意 矢量 场 , 我 们 得 到 
LP. = Ppl 十 Epa. (2.7.10) 
这 就 是 协 变 矢量 场 的 李 微 商 公 式 . 
高 阶 张 量 场 的 李 微 商 可 以 用 类 似 的 方法 来 做 . 但 我 们 不 再 推 
导 , 和 直接 写 出 三 个 二 阶 张 基 的 李 微 请 公式 ， 


BT a = Tt 十 了 ee 十 了 ev ， (2.7.11) 
LT = ThE — Teéa, + TEE, €2. 7.12) 
RTA = Teese — Teen, — Tee". (2.7.13) 


对 李 微 商 应 注意 两 个 特点 . 首先 , 它 不 仅 取决 于 被 徽 商 的 张 量 
场 , 还 取决 于 映射 的 生成 元 . 其 次 , 它 不 需要 先 有 联络 . 但 是 如 果 规 
定 了 联络 , 李 微 商 也 可 用 协 变 微 商 来 表示 . 容易 验证 , 若 把 上 面 的 
张 其 场 李 微 商 公式 右 方 的 普通 微 商 代 换 成 协 变 微 商 ,它们 仍然 是 
成 立 的 ,因为 显 含 联络 的 项 会 自动 抵消 . 

作为 应 用 的 例子 ,我 们 计算 度 规 张 量 的 李 微 商 . 利用 (2. 7. 
11) ;并 把 其 中 普通 微 商 改 为 协 恋 微 商 , 得 到 : 

eek ay 一 Swipe + Emeta + 2 ek". 
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考虑 到 2 AY) EE PT EE EA 
Me on -一 所， 十 Ë (2. T. 4) 


§ 2.8 等 度 规 映射 和 凯 林 ‘Killing) 矢 量 场 


请 和 饭 是 一 对 相 邻 点 ,坐标 着 为 dx*, 因 此 不 变 距 离 平 方 古 
dso = BaP drda", (2,8, 13} 
无 穷 小 映射 (2.7. QV ff a R E AD QQ! PA QB AE 
HR da" MAERA FA E 


MEFR = ran © oe Jaar T. (2, §. 2) 
WRES EA BB AR AT A S G AS A EAE BY 
Ashe = datg 了 C2, S. 39 


BS Axpe U SEE MAT. SE HE E E ST AJ AE BRE Co LAR 
Se a. HBS Ot A E E NA, OR E Co F BEE ME SE E 
映射 呢 ? 

(zz 所 应 遵循 的 方程 可 直接 导出 . E 了 与 P' 是 映射 的 对 广 
点 .航标 部 为 上 ,所 以 


gpl") = g,0P) + ga aCP yee, (2.8.4) 
再 因 rQ E PQ APR, C2. 7. eH. 
Oat = dat + Ed (2.8.9) 


把 (2. 8. 49502. 8. DERA C. 8.2). HEES 2. 8. RSE, 
我 们 就 得 到 


Bima + gud + Bae. = 0. (2.8. 63 
AE. 7. IDAHO. 8. pF 
Veg, = Ü. (2. 8.7) 
再 由 (2.7.143, 它 世 问 表述 为 
&,, +4, = 0. (2.8.8) 


等 价 表述 (52. 8. 6I— C2. 8. DRIE LAK OC Bt Ly Be OT OE fe or 
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A E E (RL AAR fE 
APRA Fe th A ER A A T. 利用 dsiw 是 标量 . 它 
TEAST T E AEST P A REN E 
dso — Cdspgdpar — Coy Pn da"da par 
= Et da pn (dade yy. 
注意 到 dz 映射 到 PRE ôa, PRE 


dste = gi (PP Sr", (9.8.9) 
FRE Re C2. 8.1), 用 (2. 8. 9 402. 8. D SESE FR fila BR E 
Ee PoP} = ga Y. (2, 8.10} 


IXA TRA] THEI AE C2. 8. 3) 式 的 映射 叫 等 度 规 上 映射 的 原因 . 在 数 
学 形式 上 ,把 t2. 8. 20> Sa face m9 se 32 02. 7. 3) 对 比 , 即 可 得 出 结 
论 TEI PPR PF ER YD A BAEC. 8. 7)xk. 

DIL AK Fe te 4% 4 BE BS PE H E 2 2 A Bg JL fo at PRE IE. 
当 黎 曼 到 具有 时 间 平 移 不 变性 ， 相应 的 凯 林 矢量 场 就 是 沿 时 间 
轴 方 向 的 平移 先 毕 . 当 歼 总 空间 在 某 方向 上 具有 空间 中 移 不 变性 ， 
HEDIS LAK SS BE La IE By MEERE R HE. 4 SRILA CR mi ry HR 
th T A A ve ET] Ae A PREA HE E E Ze ERTE. 

作为 例子 ,我 们 讨论 稳定 的 度 规 场 . A AMAA oe fae e E Ly 
的 定义 ,由 于 坐标 的 任意 性 ,不 可 能 有 - 度 规 场 在 任何 坐标 下 部 与 
时 间 变 量 无 波 . 所 以 我 们 这 样 下 定义 : 行 能 选取 适当 的 坐标 对,z， 
yz ) ,使 度 规 张 最 8g 与! 无 美 , 则 这 度 规 场 就 叫做 稳定 的 度 舰 场 . 
“PF ia OK HE HA. Sn Re 78 fe] A — PSST BU LARC Bey EC) EN 

nthe <0, (2.8.11) 

E KI EE HLH eh Be 0. 

ie TE 4 7B E tr OP SS BY SLR ERIR Ny Er Cr). A Cr) 


HR AE — MRR BEE S ERRIAK ETE ae oe ay 


& 平行 . SRI SE rk oe CE E E H EEE E 的 
坐标 线 族 , 即 沿 任 -- 盟 线 移动 时 ,入 AREA ST RAS 在 
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EAE. 选取 适当 的 曲线 参 旦 1. 可 以 使 新 坐标 下 的 类 时 凯 林 矢量 场 
有 形式 

& = (1,0,0,0). (2.8.12) 
HERE F AS EK ES MA 

Qe Ba Smot + Bob, + Boke 

= mo = Ô, (2.8.13) 
BIg." FOR. 于 是 证 明了 这 度 规 场 的 稳定 性 , 注意 上 述 结 论 反 
过 来 也 成 立 , 即 旭 宋 度 规 场 是 稳定 的 , 它 必 有 具有 类 亿 的 凯 林 矢量 
场 , 而 且 一 定 能 找到 适当 的 坐标 使 凯 林 天 量 有 (2.8.12) 的 简单 形 
FA. 这 种 讨论 时 间 平 移 不 变性 的 方法 , 举 实 上 对 讨论 任何 类 型 的 时 
至 对 称 性 都 是 适用 的 . 我 们 在 后 面 讨 论 物 理 问 题 时 还 将 会 遇 划 这 
种 方法 . 
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第 三 章 “相对论 性 的 引力 理论 


爱 因 斯 坦 所 建立 的 广义 相对 论 是 一 个 协 变 的 引力 理论 . Ee 
含 两 部 分 . 一 部 分 是 等 效 原理 , 它 说明 有 引力 场 存 在 的 时 空 构成 蓉 
昌 的 歼 营 空间 ,空间 度 规 起 着 引力 势 的 作用 . 另 一 部 分 是 爱 因 斯 坦 
引力 场 方 程 , 它 指 明 空间 度 规 即 引 力 势 对 物质 分 布 的 依赖 关系 . 本 
章 讨 论 的 就 是 这 两 部 分 内 容 . 


$3.1 引力 质量 与 惯性 质量 的 等 同性 


牛顿 在 力学 中 引入 过 两 个 质量 的 概念 . 一 个 从 动力 学 方程 


F= ma (3.1.1) 
BA. eR ARE. AU ERE ES. 另 一 个 从 引力 定律 
F = GMm (3.1.2) 


引入 , 它 反映 物体 产生 和 接受 引力 的 能 力 , 可 叫做 引力 质量 . 从 概 
念 上 讲 , 这 两 种 质量 是 本 质 上 不 同 的 物理 重 . 但 如 果 两 者 量 值 之 比 
对 一 切 物体 相同 ,那么 实用 上 就 可 以 把 它们 当 同 -个 其 来 对 得 . 这 
就 叫 惯性 质 基 和 引力 质 其 的 等 同性 . 

由 于 从 概念 上 没有 说 明 它 们 会 相等 的 理由 ,我们 先 退 一 步 丫 : 
它们 量 值 上 的 相等 是 不 是 一 个 确切 的 物理 事实 ? 

反映 它们 相等 的 第 一 个 事实 是 伽利略 的 落体 实验 . 把 重力 作 
用 下 的 落体 方程 写作 

Wig 2 = ma Bs 


则 有 落体 加 速度 
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a = Di p, (3.1. 3) 


PPT pe 
KERR ER OP de OBR AY DBR. Fe ER Al ER BR AB le] eT THE. HE 
明了 引力 质量 和 惯 忻 质量 之 比 与 球 的 天 小 .材料 都 无 关 . 24 SE A 
BS SPP Aik Fee. 

SR ~~» BH mA dh AE tig So 9k ST HE) ae Ea. fe A RS 
ATR A. REE PE Ee YS RP 
璃 、 沙 等 不 同 的 材料 制 成 . SR AY a A A 
mim È 
mia & 
Sok ae te AASA M a SE ee Se. Bal 
期 才 会 相同 . 牛顿 做 了 许多 实验 都 没 能 观测 到 周期 的 差异 . 按照 实 
验 的 精确 度 , 千 顿 的 结论 是 
ma =] + 00 5. 

ihe, Jer Se Sk Se a HE AY Be SE e A SS Eötvös i HJ. 他 
Ha — AiR 5 YY ee Bw ese 1 的 可 能 的 偏离 . 从 
1890 年 起 他 持续 做 了 25 年 的 实验 ,实验 中 他 用 和 铂 交 基准 比较 了 


T= ?nx 


(C3.1.4) 


和 八 种 不 同 材料 ,都 没有 发 现 这 可 能 的 偏离 .按照 实验 的 精确 度 ,所 
Baie 

ma -1 4 OUO). 

FHE tt 


TE 60 EAR EGE CDicke $E A Beit T JE SES ,但 实验 原理 并 
没有 改变 . 他 们 仍 观 测 到 零 结 果 , 然 而 把 精确 度 叉 提高 为 

om = 1 +010 "). 

E rA IEH E T ETAETA BE eT BE 
Mit SAI S| ARS E. 虽然 精确 度 还 没有 那么 高 ,但 也 都 没 
有 发 现 对 1 的 情 离 . 

BA s AE Sea BA Ee fa E 
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Ma = Phe (3.1.5) 
是 POURS. 而 它们 相等 的 原因 . 则 有 行 理 论 去 解释 . 


$3.2 等 将 原理 


下 和 面 我 们 来 讨论 惯性 质量 与 引 忆 质量 的 等同 性 给 人 们 攀 品 
a 

模仿 爱 内 斯 坦 ; 考虑 一 个 没有 窗户 的 帘 封 内 中 的 观察 省. 他 不 
可 能 用 直接 的 观察 知道 他 的 舱 相 对 奸 部 世界 的 运动 . 他 通过 舱 内 
的 实验 发 现 了 一 条 规律 : 舱 内 RASA Pe. Pie Dk 
BSA BA PECK. TAS. fee EE SE? 

EAHA A AY Fea . ft Ac Bl a] RE AI ETE- 

首先 tte Se FEET EG pE RHA EASD EIRE Se. Af HE BT LE fE p Ae 
是 一 个 惯性 系 , 舱 内 牺 体 的 自由 下 落 旦 舱 上 下 面 的 恒星 的 重力 场 造 
IRR. 

HR think a Ae FRE AER Re Sl Ae eA 
体 的 可 速 自 由 下 落 反 映 他 的 舱 在 太空 中 加 速 地 向 上 飞行 . 即 下 落 
是 惯性 力 造 成 的 . 

注意 重力 正 缠 于 引力 质量 ,而 惯性 力 邦 正比 于 惯性 质 苞 . 如 果 
这 两 种 质量 是 严格 机 等 的 .那么 他 在 舱 内 再 进一步 做 任何 力学 实 
验 也 不 可 能 区 分 他 的 舱 届 于 两 种 可 能 性 中 的 哪 一 种 . 也 就 是 说 ,他 
的 任何 力学 实验 都 无 法 区 分 蛙 重 力 的 效果 或 慨 性 万 的 效果 . 这 种 
| FATA EE Ay AA Fe ON Rs aa) SE BO PE S9 SF a 
理 , ES "SSBF Se. a ee a HE et | AR 
量 严格 相等 的 Pie. 

UR GE Ae Ee E LE oy Se AS. Wen AE be 
SB BB AS BY GE A A A 9 ee AE | ode HE BBR AS | Fy De 
系 . 即 不 能 区 分 引力 或 惯性 旋 的 效果 ,这 就 是 强 等 效 有 原理 . Sp 
原理 是 一 个 更 强 的 假设 ,也 起 更 深刻 的 很 设 . 它 的 要 点 是 认 六 引力 
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和 惯性 力 在 物理 效果 上 完全 没有 区 别 . RAM -角度 讲 : -个 局 
域 参 考 系 的 加 速度 公有 相对 的 意义 .这 正 是 广义 相对 论 的 基本 观 
F, 

Au SE Be AHI WE BE Se T AO RE AATRE A R MEEO 
须 重 新 审查 . 为 此 我 们 考察 一 个 恒星 表面 附近 正在 自由 下 落 的 爱 
因 斯 坦 密封 舱 . 

以 此 密封 舱 为 参 塘 系 ,内 部 空间 的 引 旋 与 惯性 力 止 好 抵消 , 舱 
内 的 观察 者 会 发 现 , 不 需要 引入 任何 看 不 到 来 源 的 力 , 牛 顿 第 一 定 
律 对 他 的 参考 系 完 全 适用 . 任何 力学 实验 都 不 能 使 他 获得 一 点 证 
据 , 来 表明 他 的 参考 系 在 加 速 地 相对 恒星 表面 下 落 . 这 一 切 正 是 弱 
等 效 原理 的 表现 . 那么 是否 可 能 用 其 他 的 ,例如 电磁 的 实验 来 发 现 
他 的 舱 的 加 速 运 动 呢 ? 按 强 等 效 原理 的 思想 ,他 的 电磁 实验 将 证 实 
惯性 系 中 才 适 用 的 考 克 斯 韦 方程 对 他 的 舱 完 全 有 效 . 因 而 也 没有 
理由 断言 他 的 舱 在 做 加 速 运 动 . 

按照 这 样 的 分 析 ,近年 来 人 们 更 准确 地 把 强 等 效 原理 表述 如 
下 :在 任何 引力 场 中 任 一 时 空 点 ,人 们 总 能 建立 一 个 自由 下 落 的 局 
域 参考 系 ,在 这 -一 参考 系 中 狭义 相对 论 所 确立 的 物理 规律 全 部 有 
效 . 如 果 进 一 步 把 狭义 相对 论 所 确立 的 物理 规律 全 部 有 效 的 参考 
系 定义 为 惯性 系 ,那么 上 述 自由 干 落 的 密封 舱 正 构成 一 个 局 域 惯 
性 系 的 样本 . 值得 注意 ,从 恒星 表面 上 的 静止 观察 者 看 来 ,实际 上 ， 
它 厦 -个 加 速 的 参考 系 . 

我 们 对 这 新 的 惯性 系 概念 再 作 一 些 补充 说 明 . 首先 关于 惯性 
系 的 本 质 . 原来 认为 惯性 系 是 自身 没有 加 速度 的 参考 系 , 这 概念 是 
无 法 确切 定义 的 ,因为 在 自然 界 中 找 不 到 第 一 个 最 基本 的 无 加速 
系 . 现在 按 推广 了 的 引力 概念 ,认为 惯性 系 是 没有 3 引力 存在 的 参考 
系 . 或 者 用 旧 概 念 讲 , 它 是 引力 与 惯性 力 相 抵消 的 参考 系 . 这 样 惯 
性 系 就 成 了 至 少 局 域 地 能 实现 的 参考 系 , 即 在 引力 场 中 做 自由 运 
动 的 参考 系 . BASES. -个 静止 在 恒星 表 而 的 参考 系 反 而 不 是 
惯性 系 了 . 其 次 关于 实际 惯性 系 的 局 域 性 . 事实 表明 全 空间 的 引力 

4? 


场 是 不 均匀 的 ,因此 无 法 找到 - :个 参考 系 使 它 的 惯性 力 处 处 与 引 
为 相 消 . 这 就 说 明 现实 的 惯性 系 只 能 是 局 域 的 . 严格 讲 来 ,在 不 区 
和 引力 场 中 自由 下 落 的 参考 系 中 ,只 有 一 点 上 的 价 性 力 与 引力 完 
全 相 消 . 因此 自由 下 落 的 局 域 局 性 邓 也 只 是 一 个 近似 的 惯性 系 ， 


§ 3.3 引力 几何 化 


强 等 效 原理 是 一 个 强 有 力 的 原理 , 它 包含 了 许多 重 归 的 推论 . 
上 上 节 讨 论 的 惯性 系 概念 的 修正 是 它 的 推论 之 一 . 现在 我 们 继续 考 
察 它 的 后 果 . 

等 效 原 理 显然 要 求 引 力 和 惯性 力 可 用 同样 方法 描述 . Be 
清 惯性 力 是 怎么 描述 的 . 当 一 个 质点 相对 闵 柯 夫 斯 基 空 间 中 的 悍 
性 系 作 自由 运动 时 , 它 的 动力 学 方程 为 

> = 0, C3. 3. 13 

Ep X*=(7 X.Y .Z) aE RH A RE ED ps Mi E A 8, 
#8 DS —- BOR AEE c = 1 的 自然 单位 制 . 方程 (3. 3. Dae 
线 方程 .因为 闵 柯 夫 斯 基 度 规 下 克 申 斯 水 去 联络 为 零 : 调 地 线 方 程 
元 简化 成 43. 3.1) 的 形式 . 我 们 可 以 用 广义 坐标 变换 来 引入 非 惯性 
系 , 它 的 四 维 时 空 坐 标记 为 r", 


x = [人 
相应 的 反 变 换 为 
XY = K¥ Cr). 
上 述 自 由 运动 的 动力 学 方程 (3. 3. 1) 可 通过 变换 化 成 
da" | py SX da! = 0, (3.3.2) 
其 中 
rz, 一 2 (3.3.3) 
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(3.3. DSRS ALAR ITE HHS BORE TADAA A 
Boer fy ee BE BE a FO SA ST A. 从 这 里 看 
LE, EJ bey ee i E h A 2 RY). 按照 等 效 原理 的 
FERS | Ay oy SRE A i eS ET] y e At 
Fy bg ath ~~ A a oy H E B eg a ek. 我们 从 上 一 章 知 道 ,联络 抄 述 
a8 fA] YY SL iik ey. BE A P| A at BR RR. OA 
lal J Le] Se Ae as ST Ss EY | A A JLA tk. 

PIJANE A E h EES BY PA RA. 因 紫 ,如果 讲 联络 
W Ol gR. IRS E AREA SS. ae P, 
引力 势 是 一 个 标 世 场 . FER ie Sie Ph BT RT RK et 
场 , 它 有 15 个 独立 的 分 量 . 

当 肯 定 了 引力 场 应 由 联络 捕 述 , 它 还 将 引 利 出 一 个 重要 的 推 
论 . 

旭 杂 时 空 是 平坦 的 ,那么 总 能 找到 一 组 头 柯 夫 斯 基 坐 标 使 联 
络 恒 为 零 , 即 使 3| 力 场 的 效果 完全 消失 . 这 意味 着 存在 全 局 性 的 惯 
JER. 然而 经 验 却 虚 明 这 种 惯性 系 是 不 存在 的 . 它 推 论 , 现 实 的 物 
理 时 空 一 定 是 弯曲 的 黎 曼 空间 . HR AS. TTA Re 
引力 效果 是 不 可 能 的 . 

歼 曼 几何 又 告诉 我 们 ,在 弯曲 空间 中 消除 任 一 点 的 联络 是 永 
远 可 以 的 . 这 意味 着 在 任 一 时 空 点 的 无 穷 邻 域 中 引力 残 果 是 近似 
Hh By TARR AY. BUG ARS RE R AE aK at FY DA REY. 这 正 是 等 效 
原理 的 物理 基础 . 等 效 原 理 进一步 作出 了 两 个 判断 :61? 目 出 下落 
HEER SE A ERRAZ A: (DERA A PIE AHR e 
PP ee A) PE ELIR AE R L. A2 P A Fl] BT E. e SF UE E ed Pe. 


$3.4 弱 引 力 场 中 的 目 由 粒子 
书 缀 指出 ,任意 引 方 场 中 自由 粒子 的 动力 学 方程 是 测 地 线 方 


得 
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Ge eds ds (3.4.1) 
现在 我 们 论证 , 当 满 足 条 件 : 
(a) 引力 场 是 弱 场 ,即今 
Ew = Ww + Aes (3.4.2) 
则 有 
lA, | Els (3.4.3) 
其 中 六 是 闵 柯 去 斯 基 度 规 人 42. 1. 8s 
(b> 弛 | 力 场 是 静态 的 ,外 


jn 一 hp 一 Ü; (3. 4, 4} 
(co) ahg ET E RE BE 
& m.i = Avi <a 1 7 (3. 4, 5) 


此 处 及 此 后 拉丁 指标 均 为 1 全 3; 
cq) 粒子 的 运动 是 低速 的 , 即 


= KN; (3. 4.6) 
a 
AG Zl Ha AR Tr ERS. 4. 1) 将 还 原 到 和 牛顿 方程 

a ae 

ae =~ SE, (3.4.7) 


其 中 t=2 p EAG A 
WENA dM F. t ERRI 1 至 3, 联络 rep. 保留 至 一 级 小 
E.A 
Me = FP apas 十 huge 一 - feal. (3.4.83 


再 利用 条 件 LEG. 4. DAA ARR) MIA 
fai (ky : 


d?zx” 

ds? —_ Os (3. 4. GY 
d*a a i i der" z 
ds? = Dio s | - (3. 4. 10> 
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FH (3. 4. Gt EH 


x? = is + const., 
于 是 53. 4. 103 SR AE 
dd? x 1 
dz? 一 一 y fooi» (3. 4. 11) 


这 下 是 牛顿 方程 3. 4.7) 的 形式 .对比 看 出 牛顿 引力 势 o SRS 
量 ho 的 关系 为 


g == e- Sho + const .. 


25 FE | 70 SF BE Ah S| FAR. REE De SD] ta] Sey HE BY p= 
Ü 处 有 Aig =O mhi 有 


Zhu» (3.4.12) 


p =— 
Bw =— 1 + Ap =— 1 — 26 (3.4.13) 
这 证 明 告 诉 我 们 ,引力 场 中 的 牛顿 方程 (3. 4. DER ES 
的 、. 缓 变 的 弱 引 力 场 中 的 自由 粒子 才 适 用 . 而 我 们 又 知道 ,这 方程 
在 天 体力 掌中 早已 在 很 高 的 精度 上 被 证 实 . 为 看 清 这 两 方面 没有 
齐 盾 ,我 们 具体 讨论 一 个 质量 为 M 的 球状 源 的 引力 场 ， 
FRE S| Fi Be» BRT A Sh S| AWA 
GM 


p= , C3. 4. 143 
EPG RES ARE. Se ASS. LeU 
gw =— 1 + 2G (3. 4. 15) 
Tit 1G AREA A 
ZOM 1, (3. 4. 16) 
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EX R,e=2GM RRRS JAE, 弱 场 条 件 就 是 
六 > Rye (3.4.17) 
Bl Bef te bes! 448 AS & A Ah iz oh. FR RR FAY 
引力 半径 . 太阳 质量 MW = 210% 2. 从 而 算出 它 的 引力 半径 
R; = 3 km. 

注意 到 太阳 物理 半径 是 ?7?X105s km, 看 出 即使 对 太阳 表面 附近 运 
动 的 粒子 , 弱 场 条 件 (3. 4. 17) 也 是 足够 好 地 成 立 的 .反之 ,我 们 将 
看 到 要 破坏 弱 场 条 件 (3. 4. 17) 则 是 很 困难 的 . 

AFERSI DRAR. 4. 14) 并 不 适用 于 引力 源 内 部 区 
域 ,所 以 要 实现 一 个 强 场 , 源 的 几何 半径 至 多 略 大 于 它 的 引力 半 
FEO. 设 源 的 质量 是 -一 个 太阳 质量 的 量 级 , 则 这 时 源 的 物质 密度 须 
高 达 2xlo kg + m .实际 上 ,太阳 的 平均 密度 是 103 kg 。m :3 
HER. 白矮星 作为 演化 晚期 的 致密 屋 , 密 度 也 只 有 10 一 1012 kg 
m. 在 观测 到 的 所 有 星体 中 , 仅 有 中 子 星 的 密 六 达到 了 10" kg 
-m *, 因此 中 子 星 表 面 ( 其 实 也 包括 内 部 ) 的 引力 场 是 强 场 , 它 不 
宜 用 牛顿 理论 研究 . 


§3.5 爱 因 斯 坦 CEinstein7 引 力 场 方程 


等 效 原理 推广 了 引力 的 概念 ,并 暗示 了 有 引力 场 的 时 空 是 弯 
昌 的 黎 曼 空间 ,引力 场 的 物理 效果 可 通过 黎 曼 空间 的 度 规 张 量 来 
体现 . 为 了 完成 这 新 的 引力 理论 ,需要 找到 度 规 场 分 布 的 物理 规 
律 , 即 度 规 场 ( 或 叫 推 广 的 引力 势 ) 所 满足 的 微分 方程 . 可 是 这 方面 
没有 直接 可 依据 的 观测 知识 ,所 以 能 采取 的 途径 是 作 猜 测 性 的 蕉 
理 . 


O 这 是 < 一 1 单位 制 中 的 定义 式 . 若 采 用 普通 的 单位 制 ,出 有 RR, 三 2GM/e?, 它 有 
ik AE BY) St ed. 

D 第 七 章 中 将 君 到 , 当 凡 和 何 半 算 小 于 或 等 于 引力 半径 时 ,这 源 就 不 是 普 适 的 恒 
E. mE T. 
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ay A EH | ST. RT ET RA Be eS PG A 
$a yy Ay Fe A De a AS BB > ti. PT LA BE Rp Ie BR PE IB 
Wy oh hi BE SK EK EE Pe SBP EE 
BERK Sey — St E. ER TE A Se I 

Fa = Tus (3.5.1) 
KT, ER RK BOP EM gj 及 其 微 商 构成 的 
张 量 . 其 次 :牛顿 引力 方程 
vip 4nGp (3.5.2) 
是 一 个 引力 势 的 二 阶 线性 偏 微 分 方程 ,因此 我 们 要 求 FL RAG 
gm 的 二 阶 微 商 , 耳 对 二 阶 微 商 是 线性 的 . 有 趣 的 是 黎 曼 几何 中 有 
一 条 定理 人 ;由 度 规 张 量 g, 及 其 一 和 二 阶 微 南 构 成 的 ,对 二 阶 微 
商 为 线性 的 张 量 只 有 黎 曼 张 量 RL ESF UEP RE ge H H- 
这 一 数学 定理 几乎 把 上 述 ,完全 确定 本. 
按 上 述 推 测 和 数学 定理 ,下 最 - - 般 只 能 是 
F o = @R,, + Perk + Ve, (3.5.3) 
其 中 aa, 8 和 ?+ 是 任意 党 参量. 注意 到 能 量 动 量 的 守恒 , 它 现在 表现 
为 7? BY VG fe aE a ES. BY 
Ti, = 0, (3.5.4) 
因此 下 .应 满足 
Fr, = 0. 
参照 公式 (2. 6.4) 以 及 (2.3.8) ,我 们 看 出 应 取 8 二 一 a/2; 即 把 Re 
Al R A He SK SG... 这 样 度 规 场 方程 (3. 5. 1) 就 取得 了 
具体 形式 
' Ga F ABa =a ET as (3.5.5) 
toh e 叫 相对 论 引 力 常 数 , 下 一 节 将 导出 它 与 牛顿 引力 第 数 G 的 
关系 由 是 唯一 剩 下 的 任意 参量 . 最 简单 的 可 能 是 令 4 一 0, 相 应 的 
方程 


uk ne LAY UE RH By Se P A | FA TW AK in. 
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OF i 7 BR 一 Ena == wi (3.5.6) 


AL 2 FA] pH S| Fae ay Fe. 
将 方程 C3. 5. ORIIRE RIP ARJ . 1S Fl 
R= KT, (3.5. 7) 
其 中 本 =77 EAEE LESK BNE. 把 它 代 入 式 (3. 5. 6 再 移 项 ， 
国志 坦 场 方 程 获得 另 一 等 价 的 尺 壕 


ath 


Rw 一 一 | Ta 一 eaT). (3. 5. 8) 
当 一 0, 即 处 理 物质 分 布 近 之 外 的 引力 场 , 我 们 有 
Ra = 0. (3.5.9) 


$3.6 HAIN FRNT 


琶 在 我 们 讨论 什么 条 件 下 爱 因 斯 坦 引力 场 方程 将 还 原 到 牛顿 
引力 场 方程 . 为 与 前 节 的 分 析 相 协调 ,自然 期 望 相应 的 条 件 正 古 机 
TA RAP 1 至 3. 我 们 来 导出 这 些 条 件 下 的 爱国 斯坦 场 方程 的 条 
化 形式 ， 

考虑 一 片 非 相 对 论 虱 理想 流 栖 构成 的 介质 习 ' 它 在 某 参 考 系 
中 为 静 让 介质 . 由 狭 尽 相对 论 知 , 非 相 对 论 理想 流 悼 的 动量 能 其 张 


TO — pu"u", (3.6. 13 
Ap o Fi yy ee BS we” 为 介质 的 四 维 速 度 , 它 定 疼 为 
u“ = =, (3.6.2) 


而 dz 2A fey. 


CG) ik BIR AD iet Ag BEA 4 Pe RMA pe 
p BEB TH AD Ahh aor SS a RL I OA 


AQ 


dr? = — ds? = — g,dx*dz". (3.6, 3) 
这 样 u" JAW 


Ept =-- 1, (3. 6.4) 
采用 相对 介质 静止 的 坐标 系 ,uw* 有 形式 
wo (1,0,0,0), (3.6.5) 


v — Em 
TESH. aib EEE Ee op E 
TU —— Of Bop. (3.6, 6) 


IR St dt A 
T =T! =p, (3. 6. 7) 
然后 计算 静态 . Se SS eT Pe SK ee Ra. Bib 
Re = Ria = Pin. — Fha + Por, — PL. (3.6.8) 
tee ERs) ,联络 站 为 


ri 一 FT Hone + Roe hn) (3.6.9) 
它 的 分 量 可 明显 地 写成 
rsa = 0, 
rae = —_ Shoo 
rs =— J 
i BD Pew + hoje) * 
| 1 
Fo = a Poo ， 


了 人 = + Owy — Aoi) + 


| 1 
i”, = y gja + Ais, ; — Ftd. 


ARI op it et: — 2 ss Gk, SCS. 6. BSR LTR IKE 
项 可 以 把 略 ; 即 
Ra = Das 一 Ta (3. 6. 10) 
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SR AE PF BR Eh ee Xt 
Ra, = L hear 


Ro, = A Chaous — Aga ds 


1 
Ri; 一 一 D aag =T Å ejk — kjk 十 Faad 


虽然 这 是 非 协 变形 式 , 我 们 仍 保 持 重 复 指 标 自动 求 和 的 约定 . 
He VBR KERR SER, 


RY = go? Roy = Wy? Row. €3.6. 113 
于 是 看 出 ,在 - -级 近 亿 下 有 
Re = Roos Re —_— Rais RY = Ry; 


为 导出 牛顿 近似 下 的 场 方 程 ,现在 ~-- 切 都 准备 好 了 .我们 号 出 
00 at ERAT Ai Fe 


R —— K| T” 一 Serr] ; 
把 有 关 的 量 代 入 ,得 到 
. Boos = EP. (3. 6. 12) 
利用 前 节 得 出 的 关系 ,牛顿 引力 势 
p= — hen. (3. 4.12) 
这 样 53. 6. 12 AY RES 的 微分 方程 ， 
V p= Kp. (3.6.13) 
它 完 全 就 是 牛顿 引力 理论 中 的 场 方 程 (3. 5. 2). 对 比 之 下 定 出 几 
c= SAG. (3.6.14) 


42 AR BEIGE T i SHEP SRA BEEN 
近似 ,而 且 把 场 方程 (63. 5. 6) 中 唯一 的 参量 用 实验 值 确 定 了 ， 


T 在 普通 单位 制 下 有 e= 8G ite 是 光速 
ol 


RER Us FRCS. 5.5) 作 一 些 说 明 . Bn. SHA PY] 
以 添 一 个 4gw 形 式 的 项 . 在 牛顿 近 和 似 下 , 它 将 给 (3. 6. DAA A 
上 常数 和. 因此 参 基 六 必 须 充 分 小 才能 保证 牛 额 引力 理论 是 足 售 
好 的 近似 . 爱 因 斯 坦 曾 设 朴 , 这 一 项 应 很 小 ,以 至 对 通常 天 文 尺度 
上 的 引力 场 不 起 重要 作用 ;而 只 在 字 帘 学 问题 上 才 有 恒 要 作用 .这 
- -项 因此 得 御 为 宇宙 项 . 渗 因 斯 坦 最 初 利用 宇宙 天 建 亲本 一 个 机 
AMF TH. 现在 观测 表明 EERE AUT 
Ap E ET AE PY a. 


& 3.7 谐 和 上 坐标 条 件 


度 规 张 世 作 为 对 称 张 量 ; 它 有 10 个 独立 分 其. 爱 央 斯 坦 引 力 

场 方程 
Gua = — SnGT, 

初 看 也 是 10 个 方程 ,其 实 不 是 . 由 于 毕 安 基 恒等式 Gi. 三 0, 场 方 
程 只 有 6 个 是 独立 的 . 这 样 场 方 程 并 不 能 完全 确定 gH) 10 个 分 
其 .gw 有 4 个 不 能 为 场 方 程 确 定 的 白 由 度 反 映 -个 事实 ,和 在 ee 
场 方程 的 解 , 那 么 作 任 意 变 换 x 一 x 后 的 op EL PR A E 
们 所 代表 的 物理 情况 是 一 样 的 .因此 ,这 种 不 确定 性 使 我 们 可 以 对 
坐标 的 选择 加 上 4 个 限制 条 件 . 

有 一 种 常 被 采用 的 限制 条 件 叫 谐 和 坐标 条 件 , 它 要 求 坐标 的 
选择 满足 


= gt = 0, (3.7.1) 
ak A] FAS A et YE EE RSE 
BPC Fan F See — Emp) = 0. (3.7.2) 


满足 (3.7. 1) 或 (3.7. 2) 的 坐标 叫 谐 和 坐标 - 注意 这 条 件 既 然 是 对 
坐标 选择 的 限制 , 它 当 然 不 是 协 变 的. 
谐 和 的 含意 是 什么 ? 若 # 是 谐 和 量 意 指 它 满 足 谐 和 方程 
Cle = gpa) = 0. (3.7.3) 
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Ay LA EBA 


[ig = g” 2E — eF, (3.7.4) 
BX y A ABR 2° TAA 
aa" = 
arar” , 
便 有 
Oe =— r” Sa =-- I”, (3.7.5) 
这 样 AT EAR E =o RA 
[| Ja* = 0. (3.7.6) 


这 就 是 谐 和 坐标 名 称 的 来 源 . 

ERA SADR PRA PILAR HMR ARK 

Bia = Yar 

易 从 (3.7.2) 验 证 它 满足 谐 和 坐标 条 件 . 因此 , 谐 和 上 坐标 可 以 看 作 
浆 柯 去 斯 基 空 何 中 的 第 卡 儿 坐标 在 有 引力 场 情 况 下 的 推广 ， 

在 讨论 弱 引 力 场 下 的 线性 近似 理论 时 用 谐 和 坐标 尤为 方便 . 
在 弱 引 力 场 下 ,我 们 把 度 般 表示 成 

Ba = Ya thas C3. 4. 2) 

并 有 lh | <1. ARPES Be RARE 4 的 线性 项 ,于 是 有 


了 =LA" Chos + Fave a Fis») 


= thts + At, — Aig). (3.7.7) 


注意 线性 理论 中 张 基 指标 的 升降 是 借 其 六 和 % 进 行 的 . 线性 化 后 
AY E SSK E EIR fy 
Re =a — Tma 


T gA mH A S Ae ME aE CA RNAt. 
od 


=n. Pha = Aina — ae (3. 7.8) 


其 中 
ASAT = hie. 3.7.9) 
ARIAS HT BAS A. REM 
ha = hua — Soh. (3.7.10) 
容易 证 明 , 它 的 道 变 换 是 
Ba S Rw — Ie h = hee (3.7.11) 
AHA, ,线性 化 的 场 方程 
Ra = R, — FR 一 一 grGT,, (3.7.12) 
基体 化 为 
Ax, + Pehi — hin — hiia =— 16rGT (3.7.13》 


On SA E RAIE ER FSI PR). RTE A EG. 7. 13) 将 
简化 . 谐 和 条 件 (3. 7. 2 线性 化 后 有 形式 


Ag 一 0. (3.7.14) 
这 样 (3.7.13) 式 左边 后 三 项 全 为 将 .于 是 场 方 程 化 简 为 
Ag, = 16nGT a. (3.7.15) 


(3. 7. 147 和 (3.7.15) 就 是 谐 和 坐标 下 的 线性 化 引力 场 方程 , 它 非 
党 类似 于 电磁 学 中 电磁 势 的 场 方程 各 洛 伦 兹 规范 笨 件 . 因此 (C3. 7. 
14) 也 呆 引 力 执 的 光 伦 兹 规范 条 件 . 

如 闻 电 磁 势 的 说 伦 兹 规范 并 没有 完全 确定 电磁 势 一 样 ,现在 
引力 势 的 小 伦 兹 规范 也 没有 完全 确定 坐标 . 如 果 再 作 坐 标 变换 


XT， (3.7.16) 
Hp e FL A, YY TR) ABR 
Fie By Es — Ep (3.7.17) 
容易 验证 ,只 要 SM 满足 
fr, = 0, (3.7.18) 


od 


则 变换 (3.7. 16) 将 不 破坏 天 .的 洛 伦 兹 规范 性 . 
最 后 应 注意 ,在 一 组 确定 的 坐标 下 解 出 互 .后 , 度 规 场 是 


Bm 一 Fue 十 Perey = ee E Faye — + Ok (3.7.19) 


$3.8 3) J 波 


在 形式 上 ,hs 所 满足 的 场 方程 (3. 7. 15) 就 是 赔 柯 夫 斯 基 空 间 
中 的 波动 方程 . 这 表明 引力 场 和 电磁 场 -一 样 可 以 用 波 的 方式 辐射 
和 传播 ,和 而且 于 力 波 的 恋 连 就 是 光速 c. 

我 们 只 讨论 引力 波 的 传播 . 当 波 在 真空 中 传播 时 ,有 了 。 一 0， 
因而 可 用 Ryw= 0 代替 (3.7. 12)? 式 . 波 方程 43. 7. 15) 相 应 改作 


As, 一 0， (3.8.1) 
HS 6 BEAUTE RES E 
Ait =- Fah 一 0. (3. 8.2) 
看 沿 工 方向 传播 的 单 色 平面 波 
Ry = Åpne tTO, (3. 8. 3) 
RETEG. 8. DIRE Aw. 洛 伦 兹 规范 条 件 去 求 振幅 满足 
Al = A°, (3. 8. 4) 
其 中 
1 


Æ, = AY 一 9 OLA. 


此 让 ,我 们 用 显然 满足 式 (3. 7.18) 的 函数 


,Oo EM etter €3. 8.53 

#03. 7. 160A C3. 7. 17) 式 作 规范 变换 . 适当 选取 $4? 可 以 使 
A! = A! = A? ~ 0, (3. 8. 6) 
Aj + Ai = 0. (3.8.7. 


fF CS. 8. 499103. 8. 6) 使 w 一 0,1 或 v 一 0,1 的 振幅 A, REPS 
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即 振 幅 只 有 2,3 4> ERE. OF BI AY rz! 一 x 的 方 加 传播 的 ， 
村 此 所 用 的 规范 叫 横 波 规范 .余下 不 为 地 的 振幅 是 

‘A A} 

La: 外 
它 是 对 称 的 ,又 是 无 迹 的 (由 于 式 (3.8.7)) ,因此 只 有 了 本 个 独立 的 
分 量 . 由 于 4 一 0, 所 以 

Am = Au 

由 此 得 出 结论 , 洪 e 方向 传播 的 平面 引力 波 (3. 8. 3) 的 振幅 

4 在 横向 无 迹 的 洛 伦 兹 规范 下 只 有 本 个 独立 分 量 , 它 可 取 为 Azs 
和 An Ags 


第 四 章 ” 观 测量 的 理论 


在 广 六 相对 论 中 ;我们 党 要 一 个 理论 ;用 它 来 说 明 某 … 观 测 背 
在 他 的 局 域 参 考 系 中 所 测 到 的 物理 境 与 张 晤 性 物理 理论 中 所 得 出 
的 物理 量 之 则 的 关系 ,这 就 是 观测 量 的 理论 . 这 理论 一 般 是 很 复 
条 的 ,但 对 于 局 域 的 观测 , 它 的 依 义 却 是 简单 明确 的 .本章 要 讨论 
的 和 将 限于 局 域 的 观测 最 理论 . 


$4.1 观 则 量 作 为 标量 


FE) MART TE ,四维 物理 时 空 是 一 个 弯曲 的 黎 汉 空间 . 朵 此 
一 般 进 ,全 局 性 的 空间 了 刚 某 和 全 局 性 的 统一 时 间 都 是 不 存在 的 . 
选 定 时 空 坐 标 条 的 作用 仅 是 对 事件 的 时 空位 置 提 供 一 种 确定 的 表 
Meee tha Comm FRES. 后 面 我 们 将 看 到 Ep 
使 在 局 域 的 意义 上 ,坐标 条 也 不 一 定 能 代表 一 个 物理 上 有 意义 的 
Be He. 可 是 从 另 一 上 方面 讲 . 物 理 明 必须 具有 可 观测 性 ;而 任何 测 
基 总 是 与 一 个 确定 的 观测 者 的 局 域 参考 系 相 联系 的 . 脱离 参考 系 
来 谈论 测量 结 困 是 没有 意义 的 . 广义 相对 论 对 物理 问题 的 理论 研 
Sof ee Kh tp A ,任何 测 量 结 果 表 依赖 于 参 着 系 , 但 坐标 系 与 佑 考 系 
一 般 又 并 和 不 ROMA eS Pe et 
一 坐标 系 中 所 得 出 的 张 芋 性 的 物理 量 与 某 … 观 测 者 观察 同一 现象 
时 所 测 到 的 物理 量 之 间 是 什么 关系 ? 

在 讨论 这 问题 之 前 ,我 们 先 对 坐标 条 各 参考 系 的 概念 作 --- 淤 
清 . 什么 是 时 空 坐 标 系 ? 时空 坐标 系 就 是 在 物理 事件 的 时 空位 置 
和 四 个 数 构成 的 数组 之 间 建 立 … 种 确定 的 一 一 对 应 美 系 ， 有 了 时 
空 坐标 系 , 这 数组 的 任 一 确定 取 值 就 代表 了 一 个 确定 的 时 空 点 
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什么 是 参考 系 ?由 于 全 局 性 参考 系 一 般 没 有 意义 ,我 们 限于 用 局 域 
参考 系 的 概念 . 简单 说 ,一 个 局 域 参考 系 就 是 指 一 个 按 确定 方式 
在 时 室 中 运动 的 观测 者 所 携带 的 局 域 刚 架 和 时 钟 . 

在 测量 问题 中 我 们 面 对 着 四 个 因素 :第 一 是 确定 的 观察 对 
象 . 这 里 指 的 是 某 物 理 现 象 中 的 某 个 物理 量 . 第 是 事件 发 生 点 
的 时 空 几 何 性 质 . 第 三 是 确定 的 参考 系 . 主要 是 指 按 某 种 已 知 方 
式 运动 的 观测 者 . 第 四 是 -个 为 表述 该 物理 量 和 该 观测 青 运 动情 
况 的 坐标 系 . 任 一 观测 结果 会 依赖 于 前 三 个 因素 , 即 依赖 于 观测 
RES .观测 者 和 观测 点 的 时 空 几何 ,这 是 显然 的 . 需要 强调 的 是 观 
测 结果 不 应 依赖 于 第 四 个 因素 , 邵 它 应 与 坐标 系 无 关 .例如 看 两 
个 和 站 件 的 时 间 间 隔 的 测量 .当前 三 个 因素 都 已 确定 时 ,该 观测 者 
就 可 测 得 一 个 确定 的 数 .坐标 系 的 选取 虽 具 有 人 为 的 任意 性 ,但 
当 客 观 情 况 一 经 确定 , 换 一 种 坐标 取 法 将 不 再 改变 这 个 数 的 大 小 
. 这 一 结论 用 张 量 的 术语 讲 , 那 就 是 观测 量 必 定 是 一 个 标量 .后 
面 的 实例 将 帮助 我 们 理解 这 一 点 . 


$ 4.2 时 空间 隔 的 测量 和 投影 算 符 


我 们 讨论 在 具有 确定 的 几何 结构 ( 即 度 规 张 量 ) 的 时 空中 的 两 
个 事件 PQ. 任意 选 定 坐 标 系 后 ,事件 三 的 时 室 坐 标 为 二 ,总 
的 时 空 坐 标 为 x* 十 dx*. 我 们 起 知 道 这 两 个 事件 间 的 时 间 人 间隔 和 
空间 上 距离 的 大 小 . 

从 狐 交 相对 论 知 道 ,这 癌 题 的 提 法 不 完整 , 国 为 两 事件 同 的 时 
闻 间 隔 及 空间 距离 与 观测 者 的 运动 情况 有 关 .为 此 我 们 先 给 出 观 
测 者 的 运动 情况 的 描述 . 

在 上 述 同 一 笃 标 系 中 ,观测 者 的 运动 由 全 的 四 维 世 界线 
: xy 一 CT) C4. 2.1) 

来 刻画 . Th AER AY UAR BY ft BY DAE E 


o8 


, dre 


u" = TT C4. 2. 2) 
AAE a" 是 类 时 矢量 , 它 归 一 为 
Scott 一 一 1， (4.2.3) - 


FR Te Fe RJA EI EA fE: Xt — A e P oF Q 的 时 间 问 陋 
AT 和 空间 距离 AL 有 多大? 
任 一 观测 者 都 有 权 认 为 自 已 是 静止 的 ,因此 他 可 以 把 他 的 世 
F ERKI HI E PEE ES ETERA E . 与 时 间 轴 正 交 的 三 维 子 室 间 就 
是 他 的 普通 空间 . 被 观测 事件 书 与 久 的 时 空 坐 tp #2 dx* 是 一 个 
PU AE Se ， F TE I OE Se CE OL FF G Bt DST AYE HY, A 
A fe EMANA PAS Q BIRTE. 同样 : 耕 把 这 四 维 矢 量 往 观 
测 者 的 空间 部 分 投影 ,所 得 的 矢量 的 长 度 就 是 他 应 测 得 的 PEQ 
的 空间 距离 . 这 就 是 我 们 美 于 时 空 测量 的 基本 观念 ， 可 题 在 于 好 
何 引入 时 间 方 向 和 空间 部 分 的 投影 运算 . 
我 们 把 时 间 投 影 算 符 定 义 为 
re = 一 ey", (4.2.4) 
其 中 ce” Fee 0 G OO EB BE. 相应 显然 可 以 有 混合 的 和 协 变 的 
算 符 ao 及 na {EAR RA’ 在 时 间 轴 上 的 投影 定义 为 
A rt A’, (4.2.5) 
注意 , 按 这 样 的 定义 ,投影 后 的 4% 仍 是 原 空间 的 四 维 道 变 矢 量 . 
这 样 定义 的 e PE at IB a E B e, 为 它 具 有 如 下 两 点 性 


ME 
(ay 对 任 一 A*, 投 影 后 的 & 必 平行 于 时 间 轴 方向 ww 
证 明 ; 由 于 
Aly = TA = — wd = ad, (4. 2. 6) 
因此 它 与 w* 是 平行 的 . 


DE AY FGF u“, MY AY Whit AX 自身 . 
证 明 : 当 AY 与 w* 平行, 可 令 A= Cut. 这 样 
A — (u, A Ju" = — Clue Ju" = Cu” 一 AF. (4.2. 7) 
59 


由 这 两 个 性 质 导 出 一 和 月 然 的 结果 
TA = is (4. 2. 8) 
即 授 影 后 再 投影 等 于 一 次 投影 . 
有 了 时 间 授 影 算 符 , 我 们 只 要 把 两 事件 的 时 空间 卫 天 基 da” 
往 时 间 轴 上 投影 ,就 可 以 得 出 该 观测 者 应 测 得 的 AT 了 .投影 后 
有 
da% -= ridar, C4. 2.99) 
AE MERE REM KEY. 4 AT. 


AT = 一 Ead as dar”; = of —- gartraz dx? 
= f— madrd rr 


= — uda" = — gauda". (4.27.10) 
从 这 结果 看 出 AT' HA pe REPEC . 
在 不 同 坐 标 系 下 ,描述 时 空 几何 的 ga FR OL we Ye 友 描 
述 事 件 间隔 的 dx? 都 将 不 同 .但 AT 是 一 样 的 ,而 这 让 是 观测 量 
的 客观 性 所 要求 的 . 
下 夯 看 是 个 例子 : 
例 1 平坦 时 空中 的 静观 测 考 的 测量 . 当 用 闵 柯 去 斯 基 坐 
标 , 有 
Ew = Fos UF = €1,0,0,0). 
由 《4. 2. 10) 37 BOI fH 
AT = dz". 
这 正 是 一 个 最 平常 的 结 
例 2 平坦 时 空中 滞 x 方向 运动 的 观测 者 的 测量 . 这 时 有 
Saw S hs Ut = Cu°,u',0.0). 


由 a* 的 当 一 化 条 件 (4. 2. 3) 得 出 


T dri RI CKE PT dz 人 dy <0 
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Ji =v JT ou 
其 中 一空 半 是 观测 者 的 速度 ， 代入 (4. 2.10) 式 即 得 
ap = (2 2 
1-2 


IX ELS RRO. 
然后 我 们 转 人 空间 距离 的 测量 问题 ,为 此 引入 空间 投影 算 符 


A” = g™ + urn". (4.2.11) 
任 一 道 变 矢量 4 HE E78 BB a Re EH 
AS = ASA’ (4.2.12) 
这 投影 运算 具有 如 下 性 质 : 
Ca) 对 任意 4", 投 影 后 的 4A1i 必 与 时 间 轴 方向 w* 垂直 , 即 


于 一 
(Cb) 车 A7 5 u“ ER. WREDA ALS TES: 
(Oe At 与 ww" 平行 , 则 投影 后 为 零 ; 
Cd 时 间 投 影 部 分 和 空间 投影 部 分 之 和 为 自身 , 即 


Aş t Ai = A"; (4. 2.133 
Cevyaeal= Ars (4. 2.14) 
(Dhim = nthi 0. (4.2.15) 


Fur Ag 3 IE ARR FEM eM - 
FES 8 AS PRE de” 的 两 事件 的 空间 距离 就 是 把 它 向 空间 
方向 投影 ,然后 求 dri 的 长 度 . 


— {guda dz" dct ~ Vg esdLred re 
= y Aadada’. (4.2.16) 


从 这 结果 叉 - 一 次 看 出 ,SL Bab aa Bi da”, SS 

HES RE u” 和 该 点 的 度 规 gs AL 是 一 个 标量 , 它 与 坐标 系 无 关 ， 

也 公式 (4.2.16) 还 着 到 ,在 三 维普 通 空 间 中 起 度 规 作用 的 是 hs 而 
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不 是 feh Z- FE. 
下 面 看 两 个 空间 测量 的 例子 : 
例 1 平坦 时 空中 的 静观 测 者 的 测量 . 5 A 
标 , 有 
Ba Yar u” = (1,0,0,0). 
由 A HY SE 324. 2.1298 
Ai; = Pjs oo = Ay = hin = On 
然后 (4. 2.16) 式 给 出 


AL = N ydede’, 
这 正 是 欧 氏 几何 中 最 熟知 的 结果 . 
例 2 平坦 时 空中 沿 + 方向 运动 的 观测 者 的 测量 . 这 情况 下 
可 有 


Er = Bros 
a 1 —_ 1 
H = uo = + 
To OO aop 
te! = z i = v 
fina 或“ 1 
HAA ae HE 
wv 一 y 
l— r? 1— vw 0 0 
— y 1 
hw = i— g? 1 ow 0 9 
0 0 1 0 
0 o 0 1 
IEA (4. 2.1690 FRA 
1 __ t+ 
ALS = eee + d*y + (dety. 
KEEMIAT hp. 


最 后 指出 ,由 54.2.10) 式 和 (4,. 2,16) 式 可 得 出 一 个 值得 注意 
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DEEE 
_ AT? + AL? =— waar dr + Eee + uit da*da” 
= gadr'drf = As’. 
这 缚 果 与 平坦 时 空 下 的 结果 一 - 样 ,可 是 它 却 对 任意 引力 场 中 的 任 
意 观 测 者 都 适用 . 


54.3 物理 的 坐标 系 


在 任意 的 物理 时 空中 到 定 了 坐标 系 二 之 后 ,我 们 来 考虑 一 种 
特殊 的 观测 者 , 它 的 四 维 速 度 是 
a g 0; w = 0. (4.3.13 
这 种 观测 者 相对 于 坐标 系 是 局 域 静 正 的 ,也 可 以 说 它 相 对 于 坐标 
系 是 局 域 地 随 动 的 . 由 e 的 归 一 条 件 (4. 2. 3) 定 出 
3 1 
WA 
先 以 这 观测 者 所 携带 的 时 钟 的 走时 为 观测 对 象 . 这 时 有 dr 
一 0 ği dz" +0. 结合 他 目 身 的 四 维 速 度 表 达 式 (4.3.1) 和 和 
(4.3. 2) .他 测 得 的 时 间 间 隔 立 即 由 (4. 2. 107? 给 出 


(4. 3.2) 


AT =— gyud’ = V— gwd". (4.3.3) 
这 结果 其 实 就 是 4. 3. DA. 从 这 结果 看 到 ,如 果 要 求 观测 者 相对 


坐标 系 局 域 静止 ,; 则 该 处 的 gm 必须 小 于 零 ; 这 时 Y 一 gw 是 时 锦 指 
示 的 时 间 差 与 时 间 坐 标 差 之 间 的 比例 因子 ， 

语 看 这 观测 者 在 自身 邻 域 的 空间 距离 测量 . 算出 他 所 适用 的 
普通 空间 度 规 为 

ha™ Sea + Watig = Bap 十 Eag ptt te" 
= gap — (80k po) / Low (4.3.4) 
它 表 明 hw 一 hw 二 ho 一 0; 其 空 - 空 分 量 
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Ay; = Hi; 一 CH of Euo- (4.3.5) 
如 果 时 空 度 规 有 性 质 £r = O, Ili] hi gj 一 般 说 ,从 这 种 局 域 静止 
观测 者 看 来 , 相 邻 点 的 距离 公式 为 


A = V hadzdza" = VA, jda‘dz’. (4.3.6) 

ERAR 3. 6) tH, PT LA AY —- 4 A A PO 

出 .为 测量 邻 点 已 与 外 的 室 间 距离 ,点 的 静观 测 者 送出 5 

号 ,信号 从 已 传 至 久 再 返回 已 所 化 的 时 间 的 一 半 乘 上 光速 应 该 就 
是 疡 与 息 的 空间 距离 ， 我们 按 这 样 的 理解 来 导出 距离 公式 . 

HSM PEO. 设 P 与 Q@ 的 空间 坐标 差 为 dx'， 
传播 的 时 间 坐 标 差 为 dx . 因 光 的 传播 满足 ds 一 0, 所 以 有 

Solara 2godxy da’ + g,da'dz’ = 0. 


day = goda" + N (gugo — Bing: d2!da’). 
BRS RSM Q E PERE. 这 时 空间 坐标 差 应 为 一 dx', 传 
播 的 时 间 坐 标 差 为 dx . 相应 解 出 的 结果 是 
drm = 一 二 (一 Boda! 十 N (gogo; ~ eos: dx'dx’). 
ASAMA P 传 出 再 返回 P Aiea 


= V— guldri + drù). 


注意 在 我 们 的 单位 制 中 光速 c= 1. BLA AL 就 是 AT /2. 最 后 得 到 
的 距离 公式 是 


解 出 


一 us | drda’. 
Boa 


它 与 用 投影 运算 得 出 的 (4. 3. 6) 式 是 完全 一 - 样 的 . 
我 们 强调 指出 ,距离 公式 (4. 3. OR EL Ze A a A R 
测 者 为 前 提 的 . 如 果 这 前 提 在 物理 上 能 实现 ,那么 他 测 得 的 AL 
应 总 是 实数 . 这 也 就 是 要 求 hydride 是 一 个 正定 的 二 次 型 .把 对 
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的 要 求 转化 为 对 时 空 度 规 gs 的 要 求 , 它 可 表述 为 


Ban = Os (4.3. 7) 
> «Ba: 
Se ulco, (4.3.8) 
Bie #1 


Bo Em See 
Gio Hit Én 
S29 Baz Baz 
Zo Bo Boe Bas 
‘Bln Si Bl: S13 
Ban Ba 822 £234 
Eso Bi Bae 833 
这 些 茶 件 叫 物理 的 坐标 系 条 件 . 反之 ,看 这 些 茶 件 之 一 不 成 立 , 则 
所 用 的 坐标 系 是 非 物理 的 , 意 指 一 个 物理 的 观测 者 不 可 能 相对 这 
尝 标 系 局 域 静止 . 这 正 是 在 34.1 中 指出 的 ,即使 局 域 地 看 ;坐标 
系 也 不 一 定 能 代表 -个 物理 上 有 意义 的 参考 系 . 可 是 注意 ,这 样 
的 坐标 系 在 广 六 相对论 中 是 允许 来 用 的 
最 后 说 明 两 点 弯 晶 时空 与 平坦 时 空 的 郑 别 +- 
《a} 叶 间 对 淮 问 题 . 两 相 邻 点 书 与 外 的 时 间 对 准 可 通过 光 信 
号 的 传播 来 做 到 . EMA dz dre WAP SO 的 时 间 - - 般 
没有 对 准 . 以 三 为 基准 ,QQ 点 所 入 的 修正 量 是 
dat 一 dri ox’ 
Ax = 5 m" Pa . 
toy R FA AE A) EO EA BR ices ak ED). So J SK 
(4.3. 11) 式 的 积分 与 空间 路 和 从 无 关 . 对 于 弯曲 时 空 . 这 一 般 足 不 
成 立 的 . 因此 在 广义 相对 论 中 通常 不 能 建 并 全 局 性 的 统一 时 间 ， 
从 (4. 3. 11) 式 又 看 出 ,如 果 度 规 有 性 质 gu 一 0, 那 么 坐标 时 不 仅 可 
PART MEM A ZEST HET - 
(bA (BB A H. REU a A SS] yD E A 
AL tE aH Wi A Te] ag A GIS O Ye RE 9 2 
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<0, (4.3.9) 


< 全， (4.3.10) 


(4.3.11) 


HY 22 ae SC AEA, AB REE RT AL 的 表达 臣 (4.3.6) 的 积分 - 
可 是 由 于 度 规 so RKT x?, 为 积分 就 失去 了 确切 的 意义 . 因 
此 在 1 六 相对 论 中 ,空间 距离 的 概念 对 相 分 点 有 确切 的 定义 ,对 有 
PRIDE Soma TRA eM. 有 一 类 重要 特例 , 即 oo Bo 无 
关 , 这 时 有 限 曲 线 的 长 度 可 由 积分 得 到 确定 值 . 


$4.4 轴 系 和 局 域 测 量 的 一 般 概念 


前 面 我 们 以 观测 者 的 世界 线 的 切 向 为 基准 来 建立 他 的 参考 
系 ,这样 自 然 地 把 他 的 四 维 时 空 分隔 成 了 相 性 正 交 的 两 部 分 ,平行 
诗 世 界线 切 向 的 一 维 叫 他 的 时 间 , 垂 直 于 这 方向 的 三 维 叫 他 的 空 
B. 现在 我 们 再 在 他 的 三 维 空 间 中 引入 三 个 两 个 正 交 的 类 空 轴 ， 
开 坏 时 间 轴 合 在 一 起 就 叫 观 测 者 的 四 轴 系 .这 四 轴 系 构成 了 观测 
者 的 一 个 完整 的 局 域 参 考 系 ,任何 局 域 的 张 量 性 物理 量 都 可 以 通 
过 向 四 轴 系 的 投影 ,使 每 一 分 量 获 得 确切 的 测量 意义 . 
设 观 测 者 的 世界 线 的 切 和 拓 基 为 a*. 我 们 把 它 叫 四 轴 系 的 第 零 
Ah, iC 
wi u”, {4.4.13 
这 里 把 轴 指 标 OM LAS‘ A, WR ERK ER. SEH 
是 类 时 轴 , 即 它 归 一 为 
Ew wi = — 1. (4. 4. 29) 
现在 我 们 再 引入 三 个 两 两 正 交 的 类 空 轴 wt ,a 二 1,2,3; 并 让 它们 
归 一 为 
Enh wh = N wo, (4.4.3) 
这 些 轴 都 与 时 间 轴 正 交 , 即 
Zao 二 O. (4. 4. 4) 
这 样 我 们 就 有 了 一 个 四 轴 系 wi, a=0,1,2.3. DRAM ESA 
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性 (4.4.2) 至 (4.4.4) 吕 合并 表示 成 
Ew OL = op ， (4.4.5) 
其 中 yo REC AT ASE. LER HAM PSE Oe 
运动 情况 决定 的 ,而 第 一 .和 三 轴 的 选取 有 - - 定 的 任意 性 . 
为 运算 方 使 ,我 们 用 闵 柯 夫 斯 基 度 规 来 定义 轴 指 标 《的 上 升 
和 下 降 , 即 


wt = Ph, (4.4.6) 
X FE, BAO AR AR A. 4. SRY SF TH E 
ww, = OG. (4.4.7) 


DU ah R CE DO RTA oH OB SR Se HE. BY PE ea p a, 
协 变 的 } 都 可 用 这 组 基 矢 的 线性 组 合 来 构成 ,例如 

AY = A? oh , (4. 4.8) 
这 里 的 系数 4* 是 矢量 A* 在 第 “ 轴 上 投影 的 大 小 . AIRE 
条 件 (d4.4.77 ,得 出 

AË = Ata, (4.4.9) 
(4.4.9) 式 显示 出 4* 在 坐标 变换 下 是 标 基 , 即 它 的 值 与 坐标 选取 
无 关 , 因 此 具有 可 观测 性 .把 (4.4. 9) 代 回 (4. 4. 8) 式 ,得 到 


At = Cah wr YA. (4.4.10) 
AA EA fei) A“ 都 成 立 , 所 以 有 
corn we = fF, - (4.4.11) 


它 叫 四 轴 系 的 完备 性 条 件 . EZA RCRA SC HER TH 
的 最 基本 的 性 质 . 

有 了 四 轴 系 就 可 以 讨论 对 任 一 张 量 性 物理 量 的 浏 量 . 癌 题 仅 
在 于 对 任意 阶 张 量 米 确 汪 一 种 投影 运算 - 从 4.4.9) 式 看 出 , 求 舌 
量 的 投影 大 小 就 是 把 它 与 某 轴 基 矢 作 内 乘 . 对 任意 阶 张 址 ,我们 
可 以 对 它 的 每 一 张 量 指标 按 类 似 的 方法 来 投影 .例如 看 动量 能 晤 
ak dt 了”, 它 通过 两 个 指标 的 疯 次 投影 得 到 
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Te? = Teas wt, (4.4.12) 


RT PMs LPL RA a 个 四 轴 系 分 二 ， MERA ABS. 
它们 都 是 与 华 标 变换 无 关 的 标量 . 这 些 标 量 构 成 了 这 观测 者 对 张 
MEERE + 的 独立 可 观测 证 . 当 T“ 是 对 陶 张 量 时 ,2 也 是 
对 称 的 .因此 独立 可 观测 量 的 个 数 与 张 进 独立 分 量 的 个 数 是 一 臻 
的 . 可 观测 世 的 大 小 取决 于 观测 对 象 了 ,也 取决 于 观测 者 的 四 轴 
系 , 可 是 与 坐标 系 的 选取 却 无 关 . 这 正 是 8$4.1 中 叙述 过 的 道理 ， 

举 几 个 应 用 的 例子 ， 

例 1 平坦 时 空中 的 栈 观 测 省 的 测 景 . 即 有 

Ew = Bos C= 00,0), 

我 们 把 二 个 类 空 轴 取 作 

wi = (0,1,0,0), 0 一 (0.011.0}， 一 (0,0,0,1). 
这 四 轴 系 显然 满足 正 交 归 - :条 件 和 完备 性 茶 件 . 对 于 张 直 性 物理 
E T”, E BITJI bet Be 

| Tet 一 TP wt we. 
利用 

wf = gH ay = ot, 
得 到 
To! = TeS! = T”. 

可 见 张 量 Te“ 的 分 量 本 身 就 是 可 观测 量 . 这 就 是 狭义 相对 论 中 的 
观测 量 理 论 . 或 者 说 , 它 点 明 狭 多 相对 论 不 需要 -- 个 观测 基 理 论 ， 
因为 用 狭 六 相对 论处 理 时 所 用 的 坐标 系 与 观测 者 所 用 的 参考 系 是 
自然 地 统 HY. 

例 2 弯曲 时 空中 的 静观 测 者 所 测 得 的 能 基 密度 . 

茶 观 测 者 所 测 到 的 能 荔 密 译 应 是 动量 能 量 张 最 在 他 的 时 间 轴 
上 的 两 次 授 影 1” .观测 者 的 时 间 轴 此 和 撩 是 
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wh = —(1,0,0,0), 
woo E 
ARCA 
ae 一 °F se 一 一 g ay? _ D ptt 
Hoy 
于 是 
PI Ta 
Boo 


可 见 在 弯曲 时 空中 ;即使 对 相对 坐标 系 静 止 的 观察 者 ,7T" 也 不具 
有 能 量 密度 的 含义 . 这 正 是 广义 相对 论 中 需要 观测 量 理论 的 原 
H. i 
例 3 任意 度 规 场 中 任意 观测 者 的 时 空间 隔 测 量 . 
没 观测 者 的 四 轴 系 为 ot, 被 观测 事件 的 时 空 坐标 间隔 为 dx". 
易 写 出 这 观测 者 所 测 得 的 时 衬 间 障 为 
AT = dr’ = derw? , AX = dr’ 一 daw), 
AY = dx? = dx’! ， AZ = dr? 一 drws ， 
对 比 用 (4. 2. 16 算出 的 45, 易 证 只 
AL? = AX? 十 AY? + AZ 
值得 注意 ,这 结果 好 像 说 空间 是 平坦 的 ,但 实际 . 我 们 处 理 的 空间 
是 弯曲 的 . 原因 在 于 第 二 章 8 2. 1 中 叙述 过 的 数学 定理 , 当 限 于 
讨论 索 曲 空间 中 的 一 总 ， 总 可 以 适当 取 坐 标 , 使 不 变 距 离 由 一 般 的 
一 次 型 化 简 为 平方 和 . 这 完全 不 表明 空间 是 平坦 的 .平坦 性 的 特 
征 在 于 能 够 同时 把 “个 区 域内 的 度 规 场 化 为 欧 氏 型 或 闵 柯 太 斯 基 
型 ,我 们 所 讨论 的 局 域 测 量 理论 始终 只 涉及 弯曲 时 空中 的 一 个 
点 ,此 外 又 适当 地 选用 了 两 汕 正 交 的 四 轴 系 ,因此 它 会 表 观 地 最 现 
出 某 些 类 似 平坦 空间 的 特征 . 
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$4.5 两 个 观测 者 的 测量 的 比较 


我 们 来 比较 两 个 不 同 前 观测 者 ua.#( 分 别 以 他 们 的 四 维 速度 
u” k" 来 标志 ) 观 测 同 一 个 事件 间 踊 dz* 所 得 的 结果 . 
观测 者 oo 的 四 轴 系 沁 为 吗 , 按 上 节 的 倒 3, 他 测 得 的 时 空间 卫 


+ 
,dr 二 dxtw!, (4.5.1) 
SE AH FE Ml ee A BRB A As. tS Ay te (BI BA 
dx 一 de (4.5. 2) 


A 4.5. DRH 
da” = deze wh, 


代入 (4. 5.2) 式 得 到 


dz? = dx? ET: ae >. | (4.5.3) 
从 而 看 到 两 组 观测 结果 是 由 线性 变换 相 联 系 的 ,变换 卸 阵 为 
A$ wh ÀE, C4. 5. 4) 


它 仅 取 决 于 两 个 四 轴 系 ,而 不 依赖 于 坐标 系 . 
下 面 我 们 分 析 两 者 测 得 的 时 间 疝 隔 的 关系 ， 


dx? = AR deb + Ah dz? . (4.5.5) 
fF (4.5.4), 
Af = wf ab =— wh kh, =~ ba, (4.5. 6) 
其 中 起 ,在 四 轴 系 oh DATE BY w 所 测 到 的 天 的 四 维 速 度 的 
四 轴 系 分 量 . 利用 
了 kê = l, 
BA Ke 


TO 


Epu ELM u 看 天 的 三 维普 道 速 度 的 & 轴 分 量 . 我 们 有 有 
1 

VT 

EHe EM un 看 上 的 三 维 速 率 . SS. OM RAN She 

系数 


pie 


(4.5.7) 


把 这 结果 代入 (4. 5.5) 式 ,得 到 
dz v“ dz? 
vv 二 证 
这 是 以 瞬时 相对 速度 vw 所 作 的 洛 和 伦 兹 变换 . 其 他 三 个 四 轴 系 分 
量 的 变换 会 式 也 是 瞬时 语 伦 兹 变换 会 式 , 这 里 不 再 重复 了 . 
注意 两 个 观测 者 的 四 轴 系 一 般 是 非 惯 性 系 . 可 是 测量 结果 只 
依赖 观测 者 的 瞬时 速度 和 类 空 轴 的 瞬时 取向 ,观测 者 的 加 速度 及 
空间 轴 的 转动 在 这 种 测量 中 得 不 天 反映 . RPE RR SR 
性 系 类 似 的 行为 . 


pde = 


C4. 5. 8) 


$4.6 局 域 惯 性 系 条 件 


作为 本 章 最 后 一 闻 , 我 们 简单 涉及 一 -下 四 畏 系 的 运动 ,以 说 明 
在 什么 条 件 下 四 轴 系 才 是 一 个 局 域 的 惯性 系 . 

考虑 某 时 空 区 域内 有 一 类 时 的 曲线 族 , 即 区 域内 每 一 时 空 点 
都 属于 一 条 曲线 ,该 曲线 的 切 向 量 e” 是 类 时 的 归 一 化 矢量 

Eat” = — 1. (4. 6. 1) 
这 样 每 一 曲线 代表 一 个 运动 着 的 观测 者 . 一 般 说 这 种 观测 者 的 运 
动 是 加 速 的 , 它 的 四 维 加 速度 矢量 定义 为 
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at = u" ye’. (4. 6. 23 
对 每 -P UMA Pe a a R.A Ph ER E 
Asp a= At AY) par BY 


wi 一 wh (xr). (4.6.3) 
每 -点 上 的 基 矢 都 满足 正 交 归 一 条 件 
Zh wy = Wags (4, A. 59) 


UAAR F. 
BY FE FR pT ie WO Ae He BE Se EL es A eC. A 
ZV: YOGA MRS SR. CMBR ERESAS EER 
fish a Se AS ER A A RE KT 
WA == wh ue” = 1S hate, (4.6. 43 
其 中 呈 和 是 标量 ,我 们 将 用 它 作为 判断 某 局 域 参 考 是 否 为 惯性 系 
的 可 观测 的 依据 . 
首先 来 证 明 , 由 于 四 输 系 在 运动 过 程 中 保持 正 交 归 - 一 性 ,所 以 
Oso PAD. 把 (4.4.5) 式 对 参量 z 求 微 , 得 
Bodh wht Emh h 
gt gnc Oppo 
— UN9R, + Asse = A444 Rar = 4.6.5) 
RE OM RHE. AE Res 6 个 独立 的 标量 . 
为 看 清 这 6 个 标量 的 物理 意义 ,把 (4. 6.4) 式 写 开 . Seo, 


Dh = ù = gpw = Asse, (4. 6. 6) 
BAAR T Ge:—0. 由 此 得 出 
One = uwd, Hus. (4.6.7) 


它 涪 明 三 个 标 短 2 和 (Ca 一 1,2,3) 是 观测 者 的 四 维 加 速度 在 自身 的 
类 空 轴 上 的 三 个 投影 . 然后 在 (4. 6.4) 式 中 取 se 一 1,2,3, 利 用 结 
果 (4. 6.7) ,有 
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i = Ogu" + Nijo t 
= Ài u" + Othe, (4.6.8) 
R EEA OE oh A ed Pa RA A.G. 8) Ay 
WS- E Se a BOM) FEE Sh Ag RS LOK Zs gH 
在 随 观 测 FE ST RA ey PD 2 BA EY AB SR. Ky Sp ah a 
ws 的 二 维 转动 角速度 为 
人 一 Sem Oye, (4.6.9) 


其 中 
( 1. a,5,¢J£1,2,3 WRB; 
Eee -一 | 0. a,b,c 至 少 有 阿 个 相等 ; (4.6.10) 
l- 1, a,b,c Æ l,2:3 的 奇 置 换 . 
当 观 测 者 沿 测 地 线 运 动 , 即 在 引力 场 中 自由 运动 ,我 们 有 &* 
=0, Ri 
QA = 0. (4.6. 119) 
FAATA AR ay Be Ae FA OR E REA, A E 
Pm A Sh E eh. 如 果 
Nii = O, (4. 6. 12) 
AP = TERR Fe 2 A ROK Een. 现在 的 结 
fee: A Pe ay OK Ea SRTA A AES . 
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第 五 章 ” 球 对 称 的 引力 场 


球 对 称 物体 的 引力 场 基 引力 理论 中 最 有 用 的 - -类 情形 . Ae 
的 牛顿 引力 定律 直接 刻画 的 正 是 这 种 引力 场 . 现在 我 们 以 广义 相 
对 论 的 引力 理论 为 基础 来 求解 球 对 称 的 引力 场 . 


§ 5.1 球 对 称 度 规 场 的 一 般 结 构 


度 规 场 是 由 gw 的 10 个 独立 分 量 描 述 的 ,每 一 分 量 都 是 时 空 
AB pE ot 的 四 元 函数 . 考虑 到 gs 所 满足 的 渗 因 斯 坦 场 方程 是 -组 
非 线 性 的 凡 微 分 方程 组 ,因此 上 度 规 场 的 求解 一 般 说 在 数学 上 咱 一 
个 很 复杂 的 间 题 . 如 果 所 研究 的 对 象 具 有 某 种 几何 对 称 性 , 度 规 
场 的 结构 就 可 以 得 到 简化 . 现在 我 们 要 讨论 的 是 球 对 称 引力 次 的 
度 规 场 , 在 用 场 方程 求解 之 前 ,我 们 先 分 析 一 下 场 的 球 对 称 性 能 使 
它 的 结 神 化 简 到 什么 程度 

度 规 场 的 空间 球 对 称 性 意味 着 能 找到 三 个 两 两 正 交 的 对 称 
轴 , 绕 其 中 任 -- 轴 的 无 穷 小 转动 都 保持 度 规 场 不 变 ， A SBE RR 
射 和 遍 林 矢量 场 的 概念 讲 , 绕 这 些 攻 转动 的 映射 构成 等 度 规 上 映射 ， 
转动 映射 的 生成 元 基 凯 林 舌 量 场 . 我 们 取 以 这 些 轴 向 为 基准 的 基 
-EJLER Cr ea a oD ; 度 规 写成 

ds? = gald’)? + 2godexe°d2' + gidr dr’. (5.1.13 

回忆 无 穷 小 映射 的 形式 是 


Fr = pt 4 eir, (2,7. 2) 
其 中 总 叫 生成 元 ,s BAA Boe. Bae a ih ee ah ay He ao A 
S&of-o9o, Bs, cr 


无 穷 小 参量 e 代表 转 过 的 角度 . 这 生成 元 可 统 -地 表述 为 
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Efo = Ota? — dha". (5.1.2) 
辣 祥 绕 oe? 和 2? 轴 转 动 映射 的 牛 成 元 可 类 但 地 写作 

8 一 (5.1.3) 

Et. == Ota? — ôr.. (5.1.4) 
PE SLI M DRT BME Hk = RO ER A E LAR BE 
BBY i AE LAR AE 

Bree + Bud 十 Spon = D- (2. 8-6) 
注意 ,现在 凯 林 矢 址 总 8 和 总 已 经 确定 ， 因此 山林 方程 限制 了 
度 规 场 ge 的 结构 .而 我 们 的 日 的 正 旺 要 找 出 满足 这 些 限制 条 件 
的 度 规 场 的 一 般 结 构 ， 
广 些 限制 条 件 中 有 三 个 方程 只 涉及 度 规 分 量 go 它们 是 


出 Eb AF Loe — Lone = 0+ 
EB Esc 得 Eonar -- go t =, 
E En TE Lord — gwat =O. 


l 


形 起 上 引用 三 维 矢 量 记号 r= RV=| n) 
上 述 方 程 写 作 
YVE Xr = 0 
不 难看 出 ,gw 作 为 x 的 四 元 函数 的 最 一 般 形式 只 能 是 
fon = Fer yx"). 5.1.5) 
其 中 一 ACE YY ER - 这 就 是 球 对 称 性 
对 gm 提出 的 限制 . 
凯 林 方程 组 中 有 九 个 方程 只 涉及 度 规 分 量 go SW POSE 
(Ven Xr), = 0. (Vgo X Pd, = — Boss 
CV Ro X r)a = Sor 
其 他 六 个 方程 可 用 指标 的 循环 替换 得 到 . 这 组 方程 的 一 般 解 具有 
形式 
go = Goer" Nx, (5.1.6) 
其 中 是 任意 函数 . 这 就 是 球 对 称 性 对 co BPR - 此 外 还 和 18 
TD 


个 方程 对 度 规 场 的 空 - 空 分 量 提出 了 限制 . 它 要 求 gy 必须 具有 如 
下 的 形式 
Be = AG a)? + BO x jaa, (5.1.73 
Hint A fl B #2 fi PAR . 
把 芋 面 的 结果 代 回 65. 1. 19, FR ATS SER Pe EL — 
为 
d= Fira da Y + 2G r darda’ 
+ Atr, x ded + Bir x Cedr), 05.1.8) 
共 中 只 包含 有 四 个 任意 的 二 元 函数 . 从 (5.1.8) 式 的 形状 看 出 ,好 
采用 普通 的 空间 球 坐 标 (r,0, 四 代 禁 cr ,zx ,x*) 将 更 为 方便 . 这 变 
FRA Hi 
xd = rdr, (5.1.9) 
drida = dr? + vr? (dé + sin*Gd¢). 5. 1.10) 
于 是 (5. 1.8) 式 可 重新 整理 成 
ds: = Fir DA + Lert (d@ + sin*éd¢) 
+ Mier pdr? + Nir, drdi, (5.1.11) 
Ep es. 它 仍 包 含 四 个 任意 的 二 元 范 数 ， 
利用 坐标 的 任意 性 , ‘(5.1.11) 式 还 能 化 简 . 作 一 坐标 变换 , 计 
t.2 和 p ANAS Tt Al FAR r: 
P = Lr). 


为 简单 起 见 ,变换 后 的 r 仍 写作 >, 度 规 的 结构 简化 成 
ds 一 fir, dE + r’ (d& + sin*@d¢ > 
+omr.tddr? + nr .tddrdé, (5.1.12) 
2S BAK A pRB Lh PY @ OR TA Re AIE drdë 的 系 
HS UE A SE RR ea. 这样 
化 简 后 的 度 规 通常 被 写成 
ds? 一 一 ede? 4 et Pdr? + rd + sinde). 
(5.1.13) 
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eB EE FY AL a ee PRO PERG- HPL ZK . 

28 th $817 A T Re Hed TL ArT tes ES ne Be YE 
性 ,所 以 不 可 能 把 度 规 完 全 确定 下 来 . 其 中 的 任意 函数 oT 
.6) 须 由 度 规 场 的 动力 学 规律 , 即 由 爱 因 斯 坦 引 力 场 方 程 米 砚 


定 
S 5.2 EAR Schwarzschild Shen AE 
2 TI S| I sR T AFA 
程 


R,= 0 (3.5.9) 
的 一 个 稳定 的 球 对 称 解 . 它 撕 述 的 是 静止 球 对 称 引 力 源 外 部 的 了 
万 场 , 因 此 正 是 牛顿 引力 定律 的 相对 论 对 应 ， 

g A BRAK RB 2? oa" eg = Ctr eG G)s 由 工 节 的 (5. 1: 13) 式 
知 , 度 规 分 量 有 形式 


Eo ~ E 
=- er 
B11 | (5.2.1) 
S22 一 Fos 
Bag 一 r’?sin*?, 
所 有 非 对 角 分 量 为 零 . 由 ge 的 定义 (2.2.3) 解 出 
g” =— en, 
g" =e r 
g” = L, (5.2.2) 
1 
34 — 

E  -sin’?’ 


AR A dE et Aad EAE. aas Ea. Abe al 
出 应 当 与 上 天美. 这 里 待 求 的 疡 和 + 都 只 是 的 函数 . 下面 我 们 
用场 方程 (3. 5. 9) 来 求解 这 两 个 归 数 . 
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Dia = yE Ba + Baw — Saw? (2.3.7) 
Se Ae RRA ES a EAN 
Pe = 3y, Tha se. Th = Je s, 
Ph =— re", rh =— re “sin, IT, = =, (5. 2.3) 
Pe, —— sinécosé, DPh= l, rh = S, 
r sint 


Hp A yaa e A o 对 了 的 微 商 . R EE ACL. 6. 6 


(1.6. 3) 得 出 的 关系 


Re = Ria = Th — That Dol — Td 


HEEZE. 得 到 的 非 零 分 量 是 


mm 
Roo =e + 一 站， 
Ri =7 — e 十 T Hs 


Ry; =Rysin*é. 


ZHE ARRAIA 
wo o y yo, 
ep as yY) = 9, 
an eo po — 
2 r 4 C v) 0， 


1 et toe — p> = 0. 


(5.2.4) 


(5. 2.53 


(5. 2.6) 


(5.2.7) 


(5. 2. 8) 


(5.2.9) 


CG. 2. 10) 


(5.2.11) 


TE pe Av 的 联 立 微分 方程 组 . 这 三 个 方程 只 有 两 个 是 独立 的 ， 
那 有 是 因为 县 因 斯 坦 张 量 必 满 足 毕 安 基 性 等 式 (2. 6. ORR . 
这 组 方程 很 容易 求解 . 将 (5, 2.9) 式 减 去 (5.2. 100 SB E 
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ywotv =0, (5. 2.12) 
由 此 解 出 
const.. (5.2.13) 
ECS. 2. 12) 式 代入 (5. 2. 11)? 式 消去 ,得 
1 — e" — r = 0, 
即 crey = 1. 它 的 解 可 写成 


e7" = 1| — =, $= const.. (5. 2. 143 


区 (5. 2. 15) 
gy 一 ex 一 [a — ey. (5. 2.16) 
回忆 第 三 章 $ 3.4 中 论证 过 的 牛顿 近似 下 
Zo 一 ZCM, (3.4.15) 
对 比 看 出 k=GM. FARE SEE Pie RER 
le) 
十 (dp + sin?édg). (3.4.16) 


它 就 是 球 对 称 外 引力 场 的 席 瓦 西 尔 解 . 

这 引力 场 与 牛顿 引力 场 有 一 个 很 重要 的 共同 点 . 球 外 引力 场 
只 取决 于 引力 源 的 总 质量 ,而 与 引力 源 的 大 小 和 物质 密度 随 + 的 
分 布 无 美 . 因此 若 只 观测 这 种 引力 场 ,我 们 只 能 推 知 源 的 总 质量 ， 
而 不 能 获得 关于 源 的 其 他 信息 - 
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$5.3 {Ase X Birkhoff) EIE 


如 果 球 对 称 的 引力 源 不 是 静止 而 是 在 作 径 向 运动 , 且 在 运动 
中 保持 球 对 称 性 ,例如 在 收缩 ,膨胀 或 径 向 振荡 , 伯 点 霍 夫 定理 说 ， 
它 的 外 引力 场 仍 叫 用 席 瑟 西 尔 解 描述 ， 

按 $5.1 的 分 析 , 这 情况 下 的 度 规 场 总 可 化 成 (5. 1. 13) 的 形 
R. 其 中 两 个 未 知 函 坝 

port}. wo erst) 

应 由 真 室 场 方程 Re 一 0 解 出 ， 

这 情况 与 上 节 的 区 别 在 十 现在 学 和 学 不 为 零 . 因此 克 里 斯 
打 夫 联络 多 出 三 个 不 为 零 的 分 量 

1 


l. + 1 pe 
Poo = Gre Pio = yes Ph = ye" fy (5. 3. 1) 


其 中 和 or (Ra ow Fr Se GG. 相应 算出 里 契 张 量 的 分 重 
RAM Ra BBE {E Ro Rs T 符 加 的 项 : 


liga dy. lie ; 

Roo = t". + 去 | ff + or 一 了 aa 了 (5. 3. 2) 

Ry =e — Tec] 产 十 aH 一 +h ?| 3 (5.3. 3) 
Ep“ ER FE BCA AST. Ib, HSK ee eT PAE Sp 

1: 
Ry =— = be (5.3.4) 
Mia FE Ry =O or 
u= 0, (5.3.5) > 


Ei e (HA AR. {5.3.5) 式 代 回 (5.3.2) 和 (5.3.3) 式 ， 
Rw 和 和 Rui 中 的 附加 项 全 部 消失 ,从 调 其 杂 场 方程 回复 到 《5.2.9) 坚 
RIDA. 
当 同 样 由 场 方程 解 出 55. 2.137 时 .现在 4 可 以 是 上 的 任意 函 
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数 ， 


atv AQ). (5.3.68) 
再 同样 算 下 去 ,得 到 的 解 古 
2 
ae ay É, 5.3.7) 
y 
v= o| 1 — 4). (5.3.8) 
Foy 


这 样 不 变 距 离 公 式 写 成 
se 人 de- 


十 dF 十 sin?@d¢). (5.3.9) 
议和 公式 与 席 瓦 西 尔 解 的 差别 充 在 第 一 项 多 了 -个 因子 e*®, 26 at 
时 间 变 量 作 一 变换 


a je 1 


(5. 3. 9) 式 即 回 复 到 席 瓦 西 尔 解 ,这 样 就 证 明了 伯 克 鹤 夫 定理 . 

伯 克 霍 夫 定 理 的 意义 在 于 指明 , 席 瓦 西 尔 解 描述 的 是 球 对 标 
源 的 外 引力 场 , 但 这 源 不 必须 是 静止 的 . EE 2 0 EA L 
西 尔 引 力 场 ,我 们 无 法 判明 它 的 源 是 一 个 稳定 的 恒星 ,还 十 一 个 脱 
HE Se et. Hie as AY TEL . | 


$5.4 席 瓦 西 尔 坐 标的 物理 意义 


在 广义 相对 论 中 ,时 空 坐标 只 不 过 是 事件 点 的 数值 对 应 ,因此 
举 标 伟 的 天 小 一 般 并 不 具有 更 直接 的 几何 意义 或 物理 意义 但 是 
对 具体 器 题 中 接 物理 情况 而 适当 选取 的 坐标 系 , 却 常常 能 对 事件 
点 的 坐标 伪作 出 几何 的 或 物理 的 解释 . 本 节 中 我 们 讨论 席 于 西 尔 
解 中 所 用 的 坐标 对 ,ry,2, 季 的 意义 - 

先 看 空间 坐标 与 宰 间 测 世 的 关系 . 这 里 有 两 点 值得 注意 . - - 
TERE ELS ARES gum 0984. 3.5). A hym ga E mAH TTA 

&l 


有 距离 AL dé 


AL? = 1 一 


TÆ PL a oR BEL St 无关, 所 以 积分 性 的 有 限 测 量 是 有 意义 的 . 

从 (5.4.1) 式 首先 看 出 ,等 => 面 上 的 几何 与 二 维 欧 氏 空间 中 的 
球面 几何 是 一 样 的 : 因此 席 瓦 西 尔 角 坐 标 8 与 op 仍 具有 通常 的 球 
面 和 角 举 标的 意义 ,测量 等 > 面 上 任 一 大 圆 的 周 长 * 将 有 


age 4 
20M dz! + dE + r*sin*édg. (5.4.1) 


< = 2Tr。 (5.4.2) 
i) ta or TEAS A ORR 
A = dar’. (5.4.3) 


由 此 可 把 径 向 坐标 7 的 几何 意义 解释 成 等 r 面 的 面积 除 以 4x 再 
开 根 (或 等 面 上 太 圆 的 周 长 除 以 on). 从 这 意义 上 说 ,rx aape 
等 = 球面 的 有 效 半径 . 但 是 注意 ,r MAKE ARSE r EEE 
一 点 至 坐标 中 心 (7 二 0) 的 画 有 距离 . 这 有 两 方面 原因 . 一 方面 从 
《5. 4. 1) 式 看 到 , 径 癌 相 邻 点 的 固有 距离 并 不 与 径 向 坐标 差 成 比 
例 ; 或 者 说 ,比例 系数 与 r 有 关 . 另 一 方面 , 当 r<2GM 时 2 <0, 
这 时 席 瓦 西 尔 坐 标 是 非 物理 的 ,固有 距离 的 概念 尖 却 了 意义 (和 参看 
第 四 章 § 4.3). 因此 如 果 把 等 7 面 上 任 一 点 至 坐标 中 心 的 固有 距 
离 理 解 成 真实 半径 ,在 席 楷 西 尔 场 中 这 真实 半径 是 没有 意 必 的 . 
回 到 上 面 的 结论 ;坐标 + 只 代表 有 效 半 径 . 

然后 讨论 时 间 坐 标 与 时 间 测 量 的 美 系 . 度 规 分 其 gw 一 0 表明 
席 筷 西 尔 坐标 时 是 全 空间 对 淮 了 的 . 意思 是 不 同 地 点 的 同时 吕 件 
是 用 同样 的 时 间 坐 标 标 志 的 - 在 >>2CM 的 区 域内 这 坐标 系 是 物 
ERJ, BIPILA APRA . 静观 测 者 用 他 携带 的 钟 所 测 到 的 时 间 
22 AT SEPT At 的 关系 是 (参看 第 四 章 3 4. 3) 


ar = M1— Sa. (5.4.4) 


Ps] APSR PRET eT AS Te] ee ME TAD CS. 4. 4) 式 说 明 不 同 地 点 
时 钟 的 快慢 是 不 一 翌 的 ,在 > 小 5( 须 比 2GM 大 ?的 地 方 引力 越 强 ， 
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时 钟 走 得 越 慢 . TAA A S| A RK Ceo lel HI — 1) RT AT 
= Ar. PA A MT EAS ERES A Fc SF ah SS ee) Be te oe BY BT 
fal . 


$5.5 3| 力 源 中 的 内 引力 场 


现在 我 们 计 论 球 对 称 引 力 源 内 部 引力 场 的 分 布 问 题 ， 
设 引 力 源 是 静止 的 韩 想 流体 . 理想 流体 的 能 量 动量 张 量 有 了 琵 


式 
T= = (p + MUUL" + pe, (5.5.1) 

其 中 » 是 压强 ,。 是 能 其 密度 ,Ur RC Pd ER. 对 静止 

流体 ,四维 速度 眉 

l 


ve = (1.0.0, 0), (5. Da 2) 
Yo Soa 
因此 相应 混合 形式 的 能 最 动量 张 量 是 
[一 e o 0 0) 
| oO 0O 0 
TY = P i (5.5.3) 
0 0 p ?| 
0 0 0 p 
内 部 引力 场 的 场 方程 写作 
Re =- SOIR =— Bat, (5.5.4) 
利用 5.2 PHBH RNS BAS Bt 
e e| L — E| — 4 = 8Gp, (5.5.5) 
Lv 1 
e |2 +] j = 8Gp, (5.5. 4) 
A A gp (6 
e 5 ri > 7 | 8Gp. (5.5.7) 


能 量 动 基 张 量 的 守恒 律 7, = 0 给 出 
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d (tp, 
dr Ha (5.5, 8) 


fee ze ta See 5.5. DEG. 5. 8) 式 中 员 有 三 个 独立 的 方程 
xt . 在 这 方程 组 中 ,决定 引力 场 分 布 的 LOA pO RES Hie 
内 物理 参量 分 布 的 OCA pr) SEK. A A tt 
星 结构 的 方程 . 尤其 是 (5. 5. 8) 式 , 它 实质 上 是 介质 的 静 力 平衡 方 
fe, 全 此 这 组 方程 并 不 完备 . 如 果 介 质 的 物 态 方程 有 形式 

P= pip), l (5.5.9) 
Ab ZFS ASE eT. TERR r= R 处 的 边 条 人 忻 是 pCR) = 
0, 0CR) E YCR) 与 席 瓦 西 尔 外 部 解 相 衔接 . 即 


e Ar — gt) — 7 26M (5.5.10) 
R 
现在 我 们 讨论 这 方程 组 的 求解 问题 . 令 
mr) 一 rad — e7"), {5.5.11} 
方程 (5. 5. 5) 可 写成 
d 
5 cn = 4np, (5.5.12) 
或 
mir) = f amr? pdr. (5. 5.133 


mr A eM RR RE AS oy r 的 球面 内 的 质 重 . 把 (5.5.11) 代 
入 (5. 5. 6) 式 ,得 到 
SAO pr” + 2Gm 


yp = rir — Gm) ` (5. 5. 143 
再 代入 (5. 5.8) 式 ;我 们 得 出 pC) 的 微分 方程 
dp (二 PdnCGpr + Gm) (5.5. 15) 
dr ` rir — Ptrm) 2 2 


结合 物 仿 方程 (5. 5. 9),(5.5,15) 就 可 用 六 求解 恒星 内 部 的 结构 . 

E JE BS iff RK [Oppenhcimer) 求 解 中 子 星 结构 时 首次 导出 的 , 轩 

WE AU BASE TT RE. eih pooR ptr) 后 ,通过 积分 (5. 5.13) 和 和 
Bd 


(5.5. 14) 式 ;就 可 得 到 引力 场 的 分 布 - 

Rhee ERMA A ERA 程 都 无 法 解析 地 
下 面 我 们 讨论 一 种 能 解析 积 出 的 理想 模型 : 成 的 
EE. 物 态 方 程 写 作 


p = Po = Const.. (5.5.16) 
由 《5.5.13) 式 积 出 
mir) = Spor’, Hrag R. (5.5.17) 
AR A C5. 5. IDR SAR ELL A SP AEREA 
dp 4nGr? (eo + P3 +P). - 
dr rir —_ BnG pyr? /3) (5. ve 18> 


这 祥 就 可 以 积 出 恒星 内 压力 场 的 分 布 


Car 2 
U- R | PoR] 
pO = ph aer 
3 


1 加 时 ect) 1/2 o 7 “aa \" 
fi — “Ro |1 
(5.5.19) 
其 中 M=irpR 3 是 恒星 总 质量 ， Fc oe SLR AT (5. 5. 14950. FR 
HH 
ja 3 GM” L | oc Mr?! 
e “= 一 — — — 4 
> | R 2 R’ 
4, = R. (5.5. 20) 
4B 05.5. I7HRA CD 5- 11x 157] 
sc 一 1 一 eMe, ep R. (5.5.21) 


SREY STAA E PRIE NE BAS A BAA - 
有 一些 特征 值得 指出 EE AEA E 心 递增 的 .中心 
压强 为 
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r XGM 172 
1 一 1 一 | 
Pe = Poi 一 一 一 一 一 一 一 > (5.5.22) 


IGM \ 1? 
s| I= “R | - 
由 (5. 5. 22) 式 看 出 ,2GM/R BA p. 增 大 而 增 大 . 当 p BEES, 
2GM/ R 将 增 至 8/9. 这 极限 情形 下 恒星 的 半径 和 总 质量 是 


R 一 (InG D E, M 一 © anG), 
BE A AE PS EAE A. He ey AS ETF 2GM/R 的 极限 值 都 将 小 于 
8/9. 回忆 恒星 表面 时 空 偏离 平坦 的 程度 是 由 2GM/R 标志 的 , 因 
此 这 极限 值 代表 了 稳定 但 星 表 面 引 力 场 强度 的 极限 . 这 极限 的 存 
在 纯粹 是 一 种 广义 相对 论 效应 ,在 牛顿 理论 中 是 没有 这 种 极限 的 . 
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第 六 章 ”粒子 在 球 对称 场 中 的 运动 


因为 有 恒星 这 样 现实 的 球 对 称 引 力 场 存在 ,所 以 粒子 在 这 种 
场 中 的 运动 问题 是 有 实际 意义 的 问题 . 本 章 将 在 广义 相对 论 基础 
上 讨论 质点 在 席 瓦 西 尔 场 中 的 运动 . 它 与 牛顿 理论 的 相应 结果 之 
辣 的 差别 是 特别 令 人 感 兴 盐 的 ,因为 它 可 用 来 检验 广 记 相对 论 的 
正确 性 . 


3 6.1 时 空 对 称 性 与 守恒 量 


对 称 性 与 守 和 但 量 的 关系 的 理论 在 物理 学 中 有 广泛 的 用 途 . 这 
时 我 们 将 在 广义 相对 论 的 框架 下 就 质点 动力 学 问题 来 讨论 时 空 对 
称 性 与 动 为 学 守信 量 的 关系 . 亡 对 求解 质点 的 运动 是 很 有 帮助 的 . 
在 相对 论 动力 学 中 ,质点 的 逆 变 四 维 动 合 az 定义 为 


dr” 
m 


p“ = Ar + CG. 1.1) 
其 中 六 是 标量 性 的 静 质 量 . 由 递 变 动量 可 派生 地 引入 协 变动 量 
Pr = Suh". (6. 1. 2) 


下 面 将 看 到 这 个 量 在 动力 学 中 更 为 重要 . 当 质 点 在 引力 场 中 运动 ， 
它 的 动力 学 守恒 量 是 由 度 规 场 的 时 空 对 称 性 决定 的 . 我 们 首先 可 
以 证 明 , 如 果 全 所 生成 的 映射 是 等 度 规 映 射 , 则 质点 在 这 度 规 场 
中 运动 时 pe 是 一 个 守恒 量 . 

这 证 明 是 直截了当 的 . 利用 标量 的 善 通 微 商 与 协 变 微 商 的 一 
致 性 ,以 及 乘积 微 商 的 分 配 律 ,我 们 有 


d „y d, , o rpa e fpe x 
Jr PEO ST En == rE) ue = (pE) at 
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一 CE + 二 uu’). 
Hae T TE RE ae iz a P R E W) Mh ek F eae. EA A am 
HE, 
da” 


nu“ = he? + Dawu = 4- Ete’ = 0. 


dr 
由 所 洪 足 的 凯 林 方 程 知 ,右边 第 二 项 也 为 等 ， 


于 是 证 得 站 Cp,6") 一 0, 即 pb" 是 一 个 守重 量 . 
下 面 我 们 讨论 一 种 常见 形式 的 遍 林 矢 量 


Ee — Ot, (6.1.33 
Hep & a xe 8. 这 山林 天 旦 所 生成 的 无 穿 小 映射 是 
Å; 
wa ue (6.1.4) 
x + &, f= 到 


即 映 射 对 应 点 的 坐标 忆 有 x 改变 了 一 个 小 基 - 这 映射 是 等 度 规 歇 
Bt ,说 明度 规 场 ga 与 太 无 关 . 这 情况 下 我 们 电工 是 度 规 场 的 箱 环 
Ae. 当 ot 是 循环 坐标 ,相应 的 运动 质点 的 守恒 量 征 
pué’ = pot 一 pe (6.1.5) 

值得 强调 ,守恒 的 是 协 变动 基 而 不 是 道 变 动量 的 对 应 分 至 ， 这 结论 
在 讨论 质点 动力 学 问题 时 很 有 用 . 

作为 应 用 的 例 , 看 质点 在 席 瓦 西 尔 场 中 的 运动 ， 由 于 上 和 史 是 
灌 所 西 尔 度 规 的 循环 地标, 所 以 运动 质点 的 守恒 量 是 ps 的: 和? 
ari, Bp 

| 2G 


Pa = Bot? 一 Eup” = 一 - ml 1 一 


| dr 
.|— = const,. 
yr dr 


(6.1.6) 


. d 
Ps = Bap == Bap” = mr’sin” H = const.. (6.1.73 
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$6.2 席 瓦 西 尔 场 中 的 运动 方程 


现在 我 们 要 导出 在 席 妃 西 尔 场 中 运动 的 质点 所 遵循 的 动力 学 
AAH IE APA PAA Late, PACA 
M A DTE PE RER ED Fg A PRO Laa oh. 我 们 
Fae LLE F AA AR A GS a 

x da 


HT dr 0: CO. 2.1) 
fe ESAT. po 和 p 是 守恒 量 , 它 写成 
hi- M _ x, 《6. 2.2) 
| r ldr 
-n L, C6. 2.3) 
Tt 


其 中 五 和 世 是 积分 常量 . 此 外 .四 维 速 度 的 归 一 条 件 og eu’ = —1 
也 提供 一 个 方程 


2GM)\ 1 ddr): dei? 
(1 22%] Es Hr? ar =-1. 


(6.2.4) 
方程 (6. 2.1) 06. 2. 4) A ER A Pa. Ee E 
点 动力 学 的 -一 组 完备 的 微分 方程 组 . 
徐 理 一 下 ;这 方程 组 可 化 成 更 简洁 的 形式 : 


F= L, C6. 2.5) 
T r 

di E 

de 一 | 26M" (6.2. 6) 

可 

i 12 , ê -nm oor 2 1 
| 至 =e |i —FS a EY, (6. 2. 7) 
1 T, 1 fi po Fv; 


ERE ae fea Tl i BT Yo RA. 
EAZA RT AC ASD ROE LEE X. H 
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He PS H&P a] SI) SY GE EA S a E. E BY PRI CO 
=o D EE LR Fay HO ee EE E E 


。 1 | 
“= “OGM ™ A], (6.2.8) 
| 
{tt g PO Sh 26 5 7 SER 
ai= Lee, ea WORM. (6. 2.9) 
Baa 
这 些 观 测 者 测 得 的 质 点 的 能 量 是 p* 的 0 分 量 ， 
4 Se ae o mE 
P” S= pert So Pp = oc pu = GM) i 
1 一 全 | 
(6. 2. 10) 


(6.2. 10) 式 表明 实测 的 质点 能 量 着 并 不 守恒 , 它 与 质点 所 在 地 的 
vf 一 ww 成 反比 .这 叫 质点 能 量 的 引力 红 移 ( 可 对 比 本 章 6. 6 中 对 


光子 矣 率 红 移 的 讨论 ), 在 无 穷 远 处 W 一 wm 一 1, 于 是 可 以 说 五 是 
无 穷 远 处 测 到 的 单位 质量 质点 的 能 量 . GP A A O 
下 芒 ) 太 共有 明确 的 会 义 ,因为 那 种 情况 下 质点 不 会 达到 无 穷 远 
处 . 一 般 说 ,EE 所 反映 的 是 单位 质量 质点 的 能 量 与 V 一 sm 的 乘积 , 
六 些 观 测 首 测 得 的 质点 的 横向 (8p 方 向) 动量 是 p* 的 3 分 量 ， 
pi= po" = p,wh = poh = mi/r. (6.2.11) 

-6 可 叫 作 质点 的 等 效 角 动量 . 冠 以 “等 效 ” 二 字 , 因 为 7 不 是 


与 力 心 的 真实 距离 而 只 是 有 效 距 离 . 在 这 总 义 上 ， PRAGE 
TFAA E. 
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$6.3 运动 的 分 类 


这 一 节 我 们 讨论 质点 在 席 现 西 尔 场 中 的 运动 情况 的 分 类 . 在 
讨论 相对 论 之 前 , 先 简单 回顾 一 下 牛顿 力学 中 与 它 由 对 应 的 分 类 . 
对 同一 问题 ,采用 同 祥 的 坐标 ,牛顿 动力 学 方程 的 初 积 分 是 


了 
Poh, (6.3.1) 
lidri: , CGM D 
sla) SEH- (6. 3. 2? 


Hott L Al EERO ee oP TS E a hg AA a AAE t. 满 
足 这 方程 组 的 运动 可 分 为 两 大 类 . — R E te e A LS OR 
WA ER ET E< 的 情形 . 另 一 类 是 按 双 曲线 或 抛物 线 轨 道 运 
动 的 散射 坊 , 它 对 应 于 E20 的 情形 . 特例 是 工 王 0 的 情形 . 这 时 质 
点 既 不 中 束缚 态 也 不 是 散射 态 , 它 将 向 为 心 鹃 收 . 我 们 把 这 情形 叫 
Me he AS. 

这 种 分 类 定性 地 可 以 从 {6. 3.2) 式 直观 地 看 出 . 为 此 引入 径 向 
运动 的 等 效 势 
GM Ë 

r 2 
BE ei S| fy ed A GAH B.S A Be I eM 6. 1 
Bran. 利用 等 效 势 , 径 向 动力 学 方程 可 重新 写成 
HY) sE v. (6.3.4) 
Al 等 式 左边 不 能 为 负数 ,可 能 的 运动 只 发 生 在 E 守 V(r) 的 范围 
内 . 看 上 关 0. 当 五 一 0, 由 Ycr) 曲 线形 状 看 出 ,可 能 的 ”> Am KAA 
最 小 值 , 它 可 由 五 王 Ycr) 解 出 .这 表明 它 的 运动 是 果 缚 态 . BES 
0 ,曲线 形状 表明 > 可 延伸 至 无 穷 远 ,但 它 必 有 最 小 值 . 这 就 是 散射 
态 .- 在 工 =0 时 由 于 没有 离心 势 , 中 心 排 上 斥 力 消失 了 .等 效 势 的 形 
状 有 了 根本 的 不 同 . 从 图 6.1 看 出 ,不 管 记 多 大 ,只 要 向 力 心 运 
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V = 6.3. 3) 


6.1 A A) Spee 


BH, E D ke BAYA BI -一 0. 
现在 我 们 转 入 讨论 相对 论 性 的 运动 的 分 类 , 它 完 全 可 按 对 应 
的 径 向 方程 (6. 2. 7?) 类 似 地 作出 . 为 此 我 们 引入 相对 论 性 的 等 效 势 


v = (1 — NS). (6. 3.5) 
这 样 径 向 方程 可 重 写 作 
[SE] = uF (6. 3.6) 
阅 样 ,可 能 的 运动 只 发 生 在 eu? 的 范围 内 . 
把 等 效 执 展 开 
pe, ZOM Lb 2GML" (6.3.7) 


看 出 它 比 牛顿 等 效 势 多 了 两 项 . 多 出 的 当 数 i RE. AA 

对 论 性 的 能 量 包 括 静 止 能 ,所 以 无 穷 迁 处 静止 质点 的 所 是 1, 而 不 

像 非 相对 论 情 况 下 它 是 零 . 实质 的 差别 在 于 增加 了 一 项 
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— 2G ML* Ar ELEY FFE R ie ie» AP LEE r RKE As ike HE A. 
Pa Ae a EP AA UAL TE r 很 小 时 它 起 决定 作 几 ,等 效 势 由 于 这 
个 新 的 吸引 心 而 和 根本 政变 了 形状 . 

为 分 析 的 方便 ,我 们 以 GM 为 + 的 单位 ,把 等 效 热 用 无 量 纲 量 


中 =] 一 二 十 入 一 SE, (6. 3. 8) 


其 中 二 一 LAGM, 即 以 GM 为 单位 时 的 L. UCO R E E H KERE 
Sit 上 上 . 参量 取 各 种 值 时 的 等 效 势 如 图 6. 2 所 示 . 


MERAH bos E r 很 小 的 地 方 有 一 个 峰值 大 于 1 的 
势 侍 ,此 外 在 + 较 大 的 地 方 伪 有 一 执 阱 . 这 就 把 可 能 的 运动 分 成 了 
三 类 : 


Beil, OR ES 
1 = E’ as Uian 散射 态 ; 
i p U hax» 吸收 态 . 


随 工 的 减 小 ,中 心 热 伯 降低 它 的 高 度 . 在 2 3 SLA 的 范围 内 
U2 所 1( 参 看 图 6. 2). 这 情况 下 出 现 散射 态 的 可 能 消失 了 ,只 有 束 


FERRE. ELVI ,等 效 势 的 峰 与 谷 都 消失 ,这 时 唯一 的 
可 能 是 被 力 心 吸收 . 这 就 是 相对 论 性 球 对 称 场 中 运动 的 分 类 . 注 
B. 于 述 分 析 基 于 一 个 假定 , 即 引力 源 的 几何 羊 径 充 分 小 ,以 至 席 
瓦 西 尔 外 部 界 对 很 小 的 =- 仍 能 适用 . 

相对 论 性 的 结果 与 牛顿 结果 的 重要 不 同 之 一 是 场 中 运动 质点 
被 引力 源 吸 收 的 可 能 增加 了 . 按 牛 顿 理论 ,运动 质点 的 角 动 生 必 须 
充分 小 , 即 运动 方向 几乎 是 准确 地 指向 引力 产 , 它 才 可 能 落 到 引力 
源 上 去 . 否则 它 在 越过 双 曲 线 的 近 心 点 后 将 重新 癌 远 处 飞 去 而 构 
成 散射 态 , 接 相 对 论 性 的 分 析 我 们 看 到 .即使 工 很 天 ,只 要 五 充分 
大 :质点 束 会 统 力 心 回 诈 多 次 后 坠落 .这 一 点 对 过 论 致密 天 体 对 空 
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PY 6.2 相对 论 性 等 效 热 


[ia] ae eS OR fe] Se SEANA. 

还 有 一 个 重要 的 不 同 点 . 按 牛 顿 理论 ,可 以 实现 半径 任意 小 的 
圆 轩 道 , 即 结合 能 任意 大 的 束 妾 态 . 从 相对 论 的 等 效 热 看 出 ,最 小 
的 圆 轨道 半生 是 GM., CEE 

AO) gy? _ 
dr dr 

算出 的 . 东 缚 态 中 单位 静 质 量 质点 的 结合 能 定义 为 1 一 E. 容易 算 
出 最 小 四 轨道 中 这 结合 能 的 大 小 是 0.057, 这 意味 着 原来 在 远 处 
静止 的 质点 在 逐步 委 失 能 量 而 过 渡 到 这 东 缚 态 的 过 程 中 , 它 的 静 
止 能 的 5.7 听 将 被 释放 出 来 . 回忆 核反应 的 能 量 释 放 率 仪 为 
0.7% ,这 是 一 个 极 强 有 力 的 能 量 壬 放 栅 制 . 人 们 狂想 类 星体 的 巨 
大 的 辐射 功率 很 可 能 与 这 种 能 量 释 放 机 制 有 关 . 
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$6.4 行星 的 轨道 


为 了 便于 对 比 , 同 样 先 回顾 一 下 和 牛顿 的 行星 轨道 理论 . 
利用 (6. 3.1) 式 ,把 (6. 3.2) 式 化 为 7 对 pHa HE. Ee 
trdjijyv.£ GM 1 
+f | = h e A 一 让: (6.4.1) 
为 下 面 讨论 方便 ,把 它 化 为 二 阶 微 分 方程 . 把 46. 4. 1 两 边 对 GOR 
微 商 ,得 到 


cal >| 1 _GM (6.4. 2) 


alr rT EF? 
文 是 轨道 的 微分 方程 ,在 牛顿 力学 中 叫 比 内 《Binet) 公 式 . 为 了 使 
量 值 大 小 有 清楚 的 意义 ,我 们 把 变量 和 参量 无 量 岗 化 ,定义 


u = Z, (6. 4. 3) 
比 内 公式 重 写成 
ds + (SE) (6.4.4) 
这 里 每 一 项 都 是 无 其 纲 的 . 这 方程 的 解 是 
“= ake 十 ecos¢). (6. 4.5) 


ote Bit fab e 是 小 于 1 Hy, sa Be ET. 
相对 论 性 的 动力 学 方程 可 作 类 似 的 处 理 . 利用 56. 2. 5) 把 (6. 
2.7) 式 化 为 7 对 8 的 微分 方程 ， 


1]rdlli 本 一 1 GM_ 1 ,CGM 
二 [ 品 二 | 一 =o + pa bas (6.4.6) 


fe] 22 PA GH HT ? 求 微 商 , 得 出 比 内 公式 的 相对 论 推 广 
di 1 GM 3GM 
‘al | 十 43% 


ro? 


再 同样 按 (6. 4. 3) 式 引用 无 量 纲 变 量 zt 方程 化 为 


(6.4.7) 
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de te [EM] + ae. (6. 4. 8) 
把 它 与 非 相 对 论 公式 (6. 4. DEEE, C6. 4. SOL TT — ai 3x2. 
我 们 用 实际 的 行星 估算 一 下 各 项 的 量 级. 对 太阳 ,有 
GM =1.5 X 10° m 
ATR OK TRIB GEER NED v 最 太 ), 它 的 值 为 
r=5& 10° m 
相应 看 出 无 量 岗 变量 t 是 证 级 为 10° 1 的 小 量 . 由 56- 4.5) 知 |， 
(GM/LY BAAR RM ER. 然后 看 相对 论 的 轨道 微分 方程 
CS. 4. 8). HER u GGM TO 的 量 级 对 水 星 已 估 出 为 10", 相对 论 
修正 项 3 具有 10 “的 量 级 , 它 是 一 个 很 小 的 修正 . 因为 对 其 他 
行星 ,这 个 修正 项 苦 更 小 ,所 以 我 们 先 来 计算 相对 论 效应 对 水 星 轨 
道 的 影响 ， 

考 记 到 牛顿 解 (6. 4.5}) 可 以 作为 相对 论 性 方程 (6. 4. 8) 的 零 级 
近似 ,我 们 把 它 代 入 修正 项 ,以 使 非 线性 微分 方程 变 为 线性 非 齐 次 
方程 ， 
omy" + a(S) + ecos)’ 
~| CM)! + 3| oy + o| S| ecose (6. 4.9) 
这 里 利用 了 水 星 轨道 葛 e 冬 1 的 事实 , 即 它 很 接近 于 圆 形 . 式 中 常 
数 3(GM/LY 是 对 (CaMd/7 7 的 小 修正 , 它 将 微小 地 改变 椭圆 长 轴 
的 长 度 . 我们 对 这 个 改变 林 感 兴趣 ,因为 它 不 可 能 被 测 得 非常 准 
确 . 万 


ie +u= = {Seyi + ef S “ecos@. (6. 4.10) 
作为 线性 方程 ,我 们 把 它 分 两 部 分 米 解 . 令 
H = uw, + its. 


其 中 ty 满足 
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GM? 
ZAN, (6.4.11) 
Ha iy E 

| (6. 4.12) 


(6. 4.11) 3075 i 
a aia 1 
al (1 + ecos), 


a 


Ce. 4. 1D AA 
GMA . 
wa ESINE. 


u = 3 


和 干 是 得 出 方程 (6. 4. 10? 的 通 解 为 


wot, 十 Ue 一 kal 1 + ecos¢ + s| SF) ee sing| 
(6.4.13) 


CMV" 十 ecos| 1 — :| | |e}. 


| 


六 里 最 后 的 等 式 须 忽略 (GM/LY* 以 上 的 小 量 . 
相对 论 修 正 后 的 水 星 轨 道 (6. 4. 13) 54° tHe (6. 4- Swe 
加 在 于 轨道 近日点 与 远 日 点 有 进 动 发 生 - 近日 点 的 标志 是 


fa — 3S) |e = 2an, a = Ü, l, Zato (6.4. 149) 


-+ 


Bl 
p= TE ,A ann 1 十 [Z] (6. 4.15) 
1 一 3 和子 | 
两 个 相 邻 的 近日 点 方位 由 之 差 是 
so 


代入 水 是 的 观测 数据 ,得 到 Ag=0. 1". 这 是 -- 个 很 小 的 数字 ,但 它 
BAKER MH. 水 星 公 转 周期 是 0. 24 ala 为 年 的 符号 } ,因此 每 
一 世纪 积累 的 近日 点 偏转 角 是 48". 
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AW A FAK Be E AA ae fey Ba tibet 5600. 73 £0. 41". 由 
ei FH i E HeT BY HB oat 5 RY HS FB OW 5557. 624 0. 20". 
其 差 值 43. 11 土 90.45” 与 广义 相对 论 预言 值 的 符合 咏 惊 人 的 . 但 对 
于 起 否 还 有 鞭 他 重要 因 索 在 引起 附加 进 动 的 问题 ,至 今 仍 有 争议 . 
讨论 得 很 多 的 是 太阳 高 率 的 影响 . 本 志 纪 初 观测 使 人 们 相信 太阳 
暗 率 个 致 在 这 里 产生 显著 影响 . 60 年 代 迪 克 (《Dickey 等 人 定 出 篇 
率 为 45.0 士 0. 7) x 107°. 它 就 可 能 引起 每 世纪 3. 4 的 附加 进 动 . 由 
于 这 种 争议 夹杂 了 许多 不 确定 央 素 ,因此 很 难 有 明确 的 结论 . 无 论 
如 何 , 水 星 近 日 点 进 动 问题 是 对 广义 相对 论 的 巨大 支持 ,这 是 可 以 
肯定 的 . 


$6.5 光子 轨 线 的 引力 偏 折 


在 讨论 等 效 原 理 时 我 们 已 指出 ,在 牛顿 理论 中 质点 的 加 速度 
ea 一 天 72 而 引力 下 正比 于 和 ,所 以 质点 的 加 速度 与 它 的 固有 属性 
无 其 , 仅 取 决 于 引力 场 .这 样 会 引出 一 个 有 趣 的 问题 . 光子 作为 过 
静 质 量 粒子 , 它 在 引力 场 中 是 否 也 会 有 同样 的 加 速度 ,从 而 引起 轴 
道 的 偏 折 ?在 实践 上 ,光子 速度 很 大 ,这 一 点 偏 折 很 难 测 到 ,因而 没 
有 明确 的 回答 . 在 理论 上 ,肯定 与 否定 的 回答 都 不 至 于 与 牛顿 理论 
的 框架 相 冲 罕 , 从 而 也 没有 结论 . ÆJ SCRE RTH OB A OA Ty. 由 
等 效 原 理 可 以 论证 ,光子 的 轨 线 必然 有 引力 偏 折 . 

7a -个 理论 上 的 原因 .和 牛顿 力学 中 认为 质量 是 质点 的 固有 
属性 ( 即 与 它 的 运动 无 关 ), 它 反映 惯性 ( 即 不 易 被 加 速 的 程度 }. 在 
锋 久 相对 论 中 质量 的 概念 变 复 杂 了 . 从 帆 对 论 动力 学 看 , 动 质 量 
Cm 二 起) 反映 质点 不 易 被 加 速 的 程度 , 即 惯 性 ;但 它 与 速度 有 关 , 即 
个 是 质点 的 固有 属性 . 静 质 量 是 标量 , 它 是 质点 的 回 有 属性 ;但 不 
代表 惯性 . 弱 等 效 原理 以 为 引力 质量 与 惯性 质量 相等 ,这 惯性 质量 
应 指 质点 的 动 质量 . 光子 是 以 静 质 量 等 于 零 为 特征 的 ,但 它 的 动 质 
旺 不 为 过 . 按 普 关 克 公 式 , 央 一 疡 一 各 是 光子 的 频率 . 于 十 等 效 原 
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HB Year Ved THRO TERASA We Be BE PE SL 
场 ,也 必 会 受 其 他 物体 的 引力 场 的 作用 . 
此外 还 可 有 一 个 很 直观 的 论证 . 设 
At “静止 > 升降 机 中 的 观测 者 看 到 外 面 
射 进来 的 光线 足 直 线 行 进 的 (图 6. SD. 
当 此 升降 机 加 速 向 上 运动 ,他 将 发 现 光 
线 沿 向 下 弯曲 的 曲线 行进 . 按 广义 相对 
论 前 的 物理 学 ,这 光线 的 弯曲 归 之 于 参 
考 系 的 加 速 性 , 即 惯性 力 . 如 接受 了 等 效 
原理 , 它 就 只 能 被 认为 是 引力 的 效果 . 
现存 我们 讨论 光子 在 引力 场 中 的 运 
a. 它 与 前 面 讨论 质点 的 运动 有 些 不 同 .。 OO Un a FRR AT BY EE 
光子 的 运动 是 由 ds — 0 刻画 的 ,因此 ;不 
能 用 作 光子 世界 线 上 的 仿 射 参 量 . 与 此 有 关 的 是 光子 静 质 量 为 稚 ， 
于 是 四 维 动 基 的 定义 式 (6. 1. 1) 对 它 不 适用 . 我 们 可 以 任 选 一 标量 
性 的 仿 射 参量 4, 把 光子 四 维 动 二 定义 为 


p= i5, (6.5.19) 
当 光 子 在 席 瓦 西 尔 场 中 沿 测 地 线 运动 , 仍 有 Po 和 Po tH Ste 
pd? — 7, (6.5.2) 


| GM dt — p 
[1 一 “| 天 一 E. (6.5.3) 


MA papp —0 给 出 第 三 个 初 积分 , 它 可 化 成 
i dr}? , LI GM 
al = 

Ce. 5.2) 至 (6.5.4) 式 是 光子 的 动力 学 方程 组 . 由 C6.5.2) 和 和 

(6. 5. 4) 式 消去 参量 4, 得 到 光子 的 轨道 方程 


(aS) = [Ed hi n), (6.5.5) 


(6.5. 4) 


1 i i 六 


r 


ERE FPS Ba EL 今 
— 元 ， 
E 
Tinib E ERARD, BA aA) FA b E SAAS A E 
距离 RUSE. 
BY EPEA. EE LETE BPO, 


2 2 a 
PO = Te 2GM jr ` (6.5. 6) 
这 样 光子 轨道 方程 (6. 5. 5) 改 写成 
1 工 中 1 1 ; 
i RE dg! _ b? Br) . (6.5, 7) 


BOW RAS AI 6.4 所 示 . B XE r= 3GM 处 有 ig, we 
ry A C2TAR) 1. 光子 的 可 能 运动 必须 满足 条 件 

& = Bird, 
由 图 线 可 看 出 , 当 光 子 以 b=3v 3 GM 入 射 , 它 最 终 必 将 被 散射 回 
无 穷 远 处 . 当 以 3 ww 3 GM AHT. EC EIEH A J pG. 


Ed TEP) cic itt 


要 使 让 线 被 引力 场 强 烈 地 偏转 ,引力 源 的 几何 半径 必须 是 
SCM 的 量 级 . 我们 知道 , 除 中 子 星 外 ,其 他 类 型 的 已 知 恒星 的 半径 
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UE KERS AR. 在 这 种 情 沈 下 、， 省 线 只 会 受 引力 的 影响 而 发 生 
微小 的 偏 折 . 作为 可 焕 测 的 例子 ,我 们 讨 iAH ARH E R 
的 星光 的 偏 扩 (图 6. SD. 
IFES] A TEE aE aE x 一 GM/r (NG 7, 我 位 把 光子 轨道 方程 
C6.5.5) 北 成 
io + u = 3u". (6.5. 8) 
因为 太阳 半径 远大 于 GM ,a 永远 是 小 蕊 ;所 以 又 可 以 采用 逐次 道 
近 的 方法 求解 . 先 略 去 二 级 小 量 3 ; 解 出 零 级 近似 
H = HVS c6. 5. 99 
CE -条 垂直 极 轴 的 直线 . 然后 把 零 级 近似 代入 (6.5.8) 式 的 布 
访 ,来 计算 二 级 小 项 引起 光线 的 仿 折 . 代入 后 的 方程 变 为 


co + uw = 3x3cos ep €6.5.10) 
aret- AS 
u = utl + sin p). (6.5. 11) 
由 此 易 得 知 偏 折 光线 的 一 级 近似 解 为 
os 二 ugli + sin gò. (6.5.12) 


震级 解 (6. 5. DAERA Ce = 0 WITT fit A EE 2. - -2 RE (6.5.12) 
在 远 处 的 方位 电 十 (x/2 十 中 ,其 中 a 是 小 量 , 它 满足 

— masina + Wil + cosa) = 0. 
zj sine Al cosa 和 作 泰 勒 展 开 后 保留 主 项 ， 则 本 解 出 


灶 -一 Da = ECM 
其 中 RK EE. TERA BER aT A 
AG = para = ICM, C6. D, 13} 


代入 太阳 的 数据 ,算出 A@== 1. 75". 
我 们 也 计算 一 下 牛顿 理论 下 的 结 直 . 把 牛 转 动力 学 用 于 光子 、 
轨道 方程 仿 为 66- 4. 2). 注意 光子 在 远 处 不 受 引 力 时 速度 o=1.FF 
101 


Lt 
o 
sage l 各 时 的 从 
图 5.5 EVER iRt 


BA L= Ru=R. 方程 (6.4.2) 用 变量 u 写成 


Ge beau. (6. 5. 14) 
忽略 xi 后 的 解 仍 是 直线 (6. 5. 9). 考虑 要 引起 的 修正 后 的 解 是 
于 一 于 peDS 的 十 ui, (6.5.15) 
仍 令 入 射 和 出 射 光线 的 方位 角 为 十 | Spe) , 则 有 
ina = a =u, — CM 
sing = 4 >= uy, = R` 


EM ait ff AO 是 补 对 论 预 言 值 的 一 半 , 即 0. 875”. 
在 1919 年 5 月 发 生 的 日 全 蚀 时 ,两 个 观测 队 第 一 次 实测 了 通 
过 太阳 表面 的 星光 的 偏 折 . 所 得 结果 是 Ag 一 (1.98-0. 12)" 
C1. 6140. 30". 它 与 相对 论 的 结果 相符 . 在 各 次 日 蚀 中 ,至 今 已 对 
mH A EREE Ta phm E. 观测 数据 的 范围 是 从 1,57* 至 
2.37" PEASE 1. 89". 它 与 相对 论 符合 得 很 好 . 
162 | 


$6.6 光 频 的 引力 红 移 


当 论 于 在 稳定 的 引力 场 中 传播 ,不 同 地 上 总 的 静观 测 考 将 测 得 
不 同 的 频率 . 这 古 光 频 的 引力 红 移 . 它 是 等 效 原 理 的 又 一 推论 , 

对 稳定 的 引力 场 ,适当 地 选取 举 标 可 使 度 规 gs 与 :xs 无关. 静 
观测 者 测 到 的 光子 能 其 为 

E =o pU", (6.6.1) 

其 中 p, 为 光子 的 四 维 动 其 ,5 为 观测 者 的 四 维 速 度 , 它 有 形式 
(参看 第 四 章 8 4. 3) 
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LI" = (1,0,0.,0). C6. 6. 2) 
WwW Boo 
把 56. 6. 2) AF C6. 6. 193k, 79 
E= — Ê. (6.6.3) 
— Em 
pH Art E= hv, (6. 6. DAAE HE 
Y 一 Bpr 一 一 p/h. (6. 6. 4) 


这 等 式 右边 是 常数 ,因为 粒子 在 稳定 场 中 运动 时 po 是 守恒 其 . 于 


JE, (6. 6. 4) 式 说 明 , 光 频 * 与 所 在 地 的 一 gw 成 反比 . 
具体 看 席 瓦 西 尔 引力 场 . CH 


2GM 
— £0 = 1—- >; 
ALA C6. 6. 4) 得 到 
vf. — 2M __ Po. (6. 6.5) 
r A 


Ee ES | A oo a as YA RA BN EE S ALR. ee 
一 种 与 多 普 勒 (Doppler} 红 移 完全 不 同 的 红 移 机 制 . 
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46995] 0) ey AALE Be AR]. TEA E TT Si] se ST Kv, 
的 交 在 传播 至 近 处 时 频率 变 为 xu 与 wm 之 比 是 


y GM GM 
BTA s a a (6.6.6) 


i a E MILER zne 1. 十 是 ， 
GM 

Bo 
FR RS. SE eb S| PA AO COM/R 的 量 级 . 对 
FARA TEAS ELEY Ap 1075 CST RS BSS REL {th OY RO BR HE 
ae MARR Ae Ye i ik EAA BT EE RE OE. 
FPA ROME AW i) Bt eRe ee. 60 TEAR, FE BE Pound) AH] HY RAE oR 
(Méss bauer ) ZA HY IRAE T HBR E mW Ba MA sf 2 E S e TT HY 
JE ZR BI He ES Ck ae MA fi Be AN e RE RB. A E 
移 ). 蓝 移 量 的 大 小 是 10 PER. 实验 结果 与 理论 预言 符合 得 很 
好 . 它 被 认为 是 多 皖 广 义 相 对 论 的 重要 实测 证 据 之 一 . 

最 后 讨论 一 下 光源 的 同 有 频率 的 概念 . 与 广义 相对 论 前 的 物 
理学 -本 * 光 省 的 癌 有 有 频率 ,是 指 相 对 光源 静止 的 观测 普 测 到 的 源 
PRAM USE ETRE. 为 由 体 起 见 , 考 虑 原子 的 能 级 奴 迁 为 光源 . 原 
子 的 图 有 频 举 取决 寺 诛 子 的 能 级 结构 ,因此 足 它 的 固有 属性 . 这 里 
Wda h FLE EA PAOURE ER CE E A AE SS AEE 
Xo B A TET ee, Pi G Fe A E | A ee 2 m E 
ZHR. TE- APE LM SUP WRR RSIK TARH A 
OR ab ay AIR T A A AH TS] 9) E A SR. RP Lie ahh a KR 
EEP AE DI YE AI OE HA RT A E T eE RU A A OE E A AR; 
Bn AR a Fe TEIE BD FRAIA PE RRE P R M A Se A R y g 
WE ES 5 MIAE AE aT RPL Pe Ell de eT A Ee E 
机 引力 红 移 的 联合 黎 果 ， 


C6. 6. 7) 


z Ag 
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第 七 章 大 iF] 


Fir Me 7 I Laplace)  4E FRAD E A an a te E yE 
fe Rp P 26M i/o? Co 是 光速 ,恒星 表面 所 放 的 光 将 不 能 传播 到 无 
穷 远 处 .从 而 还 处 的 观测 者 不 能 看 到 这 相 星 . 现在 人 人 们 第 把 它 作为 
黑洞 观念 的 并 端 . AT AE SOA AE ed BES TE a BS I i. 
别 的 . BEE SOFT Pe Be Ta BE SPER S A PRY Bt se ER E 
AS E ye A H (oe A | T A ,而 不 可 能 静止 或 
向 外 运动 . He Ry doe aS Ey h, A AEA De Se m EA RE 9 FY By 
点 .这 种 特殊 的 时 空 区 就 叫 作 黑洞 . 尽管 人 人们 至 今 尚 林 直 接 找到 黑 
洞 ,但 有 许多 理论 上 的 原因 和 观测 上 的 迹象 使 天 体 物 理学 家 们 相 
信和 黑洞 在 自然 罩 中 应 该 是 存在 的 , OE TT 村 
洞 的 有 关 概 念 . 最 后 还 将 介绍 680 年 代 末 以 来 黑洞 理论 的 发 展 . 


$7.1 7 一 2GM 球面 上 时 空 的 非 奇 并 性 


“设想 有 一 质量 为 M 而 等 效 半径 > 几乎 为 零 的 致密 全 星 . 席 瓦 
西 尔 外 部 解 
i — 26M" 


ds 一 一 11 Ide + | 一 an 


‘dr 

二 rd + r’sin’@d¢ ， (7.1.4) 
作为 它 的 外 引力 场 , 几 了 于 在 全 空间 适用 . E rr 2GM 的 区 域内 , 坐 
标 系 足 物 理 的 . 相应 的 物 开 性质 已 在 前 两 前 讨论 过 了 .注意 -一 
2GM WIERE. ASRA TIE r PARE I OETA APE- 

al A Fira AG FF Ee 
Hoo = Os B= ts 
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Zi, = OO, £8 = a. (7.1.2) 
HESE TI A ak PI AE a AA RED A 9 ay Ree E 
X. (Ate A PT RE 1 ALAS HR AR ETE A YS TD PSE. 我 们 将 从 物理 
MTS te SE ii A A HEA FI A A eG — a. 
考虑 物体 在 引 ER POM rl 26M 处 向 中 心 的 径 向 下 落 . HE 
第 六 章 A6.2, 动 力学 方程 足 


Z) =el - 22M), (7.1.3) 
| | ro, 
Z= eji- 2], (7.1.4) 


“or WUE S| ACR 4% 2GM ,dr/dr 是 有 限 值 ,而 dt/dr A T ER. 
因而 有 三 维 速度 
dr dr fds 


dr dr dr — 0, (7.1.5) 


Me RS WEAK CE AR AS eS Be. 
注意 到 + (RAI AD A a a Ce Be $ 5.4), 所 以 结论 只 
能 是 还 处 观测 者 永远 不 能 看 到 自由 下 落 物 体 穿 过 引力 半径 . 但是、 
狂 果 我 们 不 是 作为 旁观 者 从 远 处 观测 ,而 是 作为 探险 者 随 物 体 下 
ELNAN 才 代 表 我 们 的 时 间 .(7. 1. 3o PAR A T E 


ee EERE, ATAS APEA PA SE. 我 们 现在 来 求解 


这 运动 
设 开 始 从 静止 下 落 时 的 有 效 半 径 > 一 :方程 67. 1.3) 化 为 
[SE] = 2GM| 到 一 元 上 C7. 1. 6) 
这 方程 容易 求 得 一 参数 式 的 解 
一 Sa + cost), 
= ol tial (7+ sinn), (7.1.7) 


HtA RS y= 0. WG r Bo Bed. Be Km. YRS > 一 
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2GM 7 iE 
cos} 一 scm — l, 

因而 时 间 = 是 大 限 的 . SP SB ERE Pe. 当 #3 一 x 
即 -=0, 相 应 的 时 间 是 
ra \ ro | ue 
2 \ GAT | 
ay TD ARE A EES Amn A R aE fa 
HEL AS BY IGT BR AY EA ee. 这 分 析 说 明 > 一 2GM 处 引力 强度 是 有 
限 的 ,时空 结构 也 是 正常 的 问题 仅 在 于 把 与 无 穷 和 还 处 的 时 钟 相 对 
准 的 时 间 坐 标 用 在 引力 半径 处 是 不 合适 的 

/二 2GM 处 时 室 的 非 奇异 性 也 可 区别 的 角度 看 出 . 计算 一 
2GM 球面 与 其 他 球面 的 固 存 距离 ,我 们 得 到 

[rir — 26M) ] 


Afl r , bf r 1 1/2 
+ 2G al | 2 3] + | zgi] |. 


IT ”一 一 


(7.1.89 


| 
| leul dr = 
zaaf 


r = 2G MM, 
— GMeot [rF OGM — r) 4 
一 F COGM — n |”, rÆ 2GM. 


对 ocr, EAR EE ARRAY. 另外 若 计 算 曲 率 张 量 Reo F NTE 
IES ot A 


20M CM 

Rain = re” Foza = Rosas 一 yt? 
20M Cr Af 

Roe 一 ` Rise = Ryais = ye 


CATES AE Xb BE BA SK RE At AE > 一 0 处 . 
87-2 引力 半径 内 的 时 空 结构 


r 一 2GM 的 球面 旦 不 是 奇 点 构成 的 ,但 它 确 是 一 个 特殊 的 面 ， 
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LA AAR PAY BG LX Jae Sh iB E ARRI BE E RAA BY) Dl 
Ay PRD AL Be DABS FR ATT AG EPA — BS FT Ae Se EE S 
a He FA ER SG ps PR) PTR Bt AT Sak TY] AR E a e 


ds? 一 - dé? + dr? + (di + sinde >. (7.2.1) 
光 的 运动 满足 ds? = OUI eH Ce 
g = + Ls 
dz (7.2. 2) 
r—i itt E, 


HM r AEAEE 7.1). HEPR RAE E a a 
en ds? <2, HI 


po jd. C7. 2. 33 


这 部 分 叫 光 锥 的 内 部 . 从 任 一 时 空 点 看 , 物 埋 上 能 实现 的 运动 总 限 
于 该 点 的 光 锥 内 方向 . 零 质 基 的 粒子 则 洪 光 锥 线 运动 . 太 该 点 向 光 
稚 外 方向 的 运动 意味 着 超 光 速 ,因而 是 物理 上 不 可 能 的 . 光 锥 向 着 
PY AB BZ AY Py ay RE TE Het de> 0 的 部 分 叫 将 来 沧 锥 ,dt<0 的 部 
分 则 叫 过 去 光 锥 . 物理 的 运动 是 从 过 去 光 锥 走向 该 点 ,然后 从 该 点 
走向 将 来 光 镍 . 

现在 用 光 锥 的 概念 来 讨论 光 在 席 瓦 西 尔 场 中 的 径 向 运动 . 由 
ds 一 0, 得 出 席 现 西 尔 场 中 的 光 锥 方程 


dz _ 1 
dr = + -o GM" C7. 2., 4) 
r 
2 Sy RO EE Ze jE 
| 
‘tit =r + 2GMlni 1 — G | + const. (7.2.53 
i Se Aaa SA 7. 2 中 . 为 方便 起 见 aA 
re =r + 2GMin|1 — 20 + (7.2. 6) 
光 锥 线 可 与 作 
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图 了 .1 E fet A Hy AE 8 e] Ye E [el 7-2 P SR pa PE HE 


上 十” 一， C7.2.7) 

=r =U, (7.2.8) 

其 中 V AU SE 4) 24 OM, 7. 2. FRE 1 o e 

Py az oy. 07. 2. SOHNE SE 9 44 m Im] Sh aye sy. H E JEE i Be 

Tt i) PE BY A e AY RRI PS] Pb By. > 2G M ER ALY JE HE 

RA PS) ACERS Fe GE. OI A — RE HE BB a | BER 

H. Ae AE AR AT A A a EL or e EARS RA 

ofl: ASUS) FR ae. AR eet S| A em iz a Se he E 
Be ACE REA ETE] be 已 无 法 描述 了 . 

我 们 暂时 放下 如 何 穿 过 引力 半径 的 问题 ,而 来 讨论 引力 半径 

内 的 时 空 结构 .这 区 域内 的 光 锥 线 们 上 于 图 7. 2. SG BRE Be AS Ef FP BS 

有 显著 特征 .可 蚌 沦 锥 内 外 的 取向 却 不 一 样 了 .注意 物理 的 运动 油 


Oy _ ne ae 
是 des<0. 现 在 由 于 1- 一 2 一 0, 所 以 光 锥 内 方向 应 满足 
dry? OGM? 
EA = | — 2a". (7.2.9) 


ToT PE PO Re eA BS Et oe fy. A r 的 增 
加 各 减少 方向 . ak —- AS I kas SAAB AN oh RRB EEE 小 
109 


寻常 的 特征 . 首先 ,学 一 0 是 非 物理 的 ; 即 任何 粒子 都 不 可 能 静止 
于 内 部 区 . 这 正 是 黑洞 概念 的 要 点 之 -… 其 次 ,物理 的 运动 可 导致 
e 的 增加 ,也 可 导致 :的 减 小 . 注意 在 这 种 时 间 坐 标 下 .内 部 与 外 部 
无 法 沟通 .所 以 这 一 点 除了 进一步 说 明 席 想 西 尔 时 间 掌 标 HE re 
2GM 区 域内 的 不 适 衫 ,此 外 并 不 会 给 外 部 区 域 带 来 因果 的 混乱 . 
再 则 ,物理 的 运动 只 能 导致 * 的 单调 增加 ,或 者 单调 碱 小 , 它 取决 
于 如 何在 内 部 区 定义 "将 来 "和 "过 去 ”如 果 把 > 增加 的 方向 定义 
为 将 来 光 欠 ,那么 内 部 区 的 物质 只 能 向 外 运动 而 穿 出 引力 半径 球 
而 . 这 种 情形 叫 作 和 白 洞 . 如 果 把 > 减 小 的 方向 定义 为 将 来 光 维 ，, 那 
么 外 部 区 的 物质 一 旦 穿 入 内 部 , 它 只 能 落 向 引力 中 心 . 停止 或 返回 
都 是 不 可 能 的 . 这 种 情形 叫 作 黑 润 

现在 我 们 已 看 到 ,引力 半径 球面 虽 不 是 奇异 面 ,但 它 是 两 个 物 
理性 质 很 不 同 的 时 空 区 的 界面 . 按 现在 的 术语 ,它们 分 别 叫 作 白 洞 
或 黑洞 的 视界 ， 


$7.3 Æ J (Eddington) 坐标 


E ii EAA . AE A E E E L I AT TE E E PL PE 2R HEJ E pR E 
FAAS 4 7 eB E. ELE, ARTE A ee 249 9 4 RL 
Be By. Be T WE pe hE — FP RE A ao Rk Be, Eee 
T HE 20 ES A PI. SF RHH (Finkelstein) Æ 50 年 代 末 
对 它 进 行 了 深入 的 研究 ， 

当 光 子 困 内 落 时 ,并 瑟 西 尔 时 间 坐 标的 肌 病 表现 在 r 一 2C2a4 
FF. 


t 一 一 了 一 26M In| 
作 一 些 标 变换 把 : HRM tr AE, 


r 
OM 1] > oo, (7.3.1) 
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7.3.2) 


REP I BTR Ot YY E os SR STR. A M E Fr — GM 
时 ,必定 是 有 限 的 (参看 57.2.5) 至 (7.2.8) 式 ). AB BEEF 
度 规 与 光 锥 线 的 结构 ,我 们 写 出 相应 的 不 变 距 离 公式 ,为 书写 方 
便 , 仍 町 上 和 > 表示 新 坐标 ,省 略 了 上面 的 波纹 号 ， 


dst = — [1 ar + (1 Sar 
r r 
4GM 


+ — drdt + -?dQ’, (7. 3. 3) 


其 中 dQ? SSK Ase. Ra. 由 ds 一 0 和 d= 0 得 出 径 问 运 
Bh A SG EER AT E, 
dr 


a 1: (7.3. 4) 
dr _ 2M 20M | 
Z = (1-2) a a 完 I C7. 3.53 
由 (7. 3. 4) 解 出 一 组 光 锥 线 
ft 十 一人. (7.3.6) 


由 (7. 3. SRE SEAR 
ti—r— 4GM In 


1 一 元 可 | -已 (7.3.7) 
这 两 组 光 锥 线 示 于 图 7.3. 从 图 线 看 出 ,用 新 坐标 讨论 外 部 粒子 下 
落 穿 过 视界 面 的 运动 已 没有 任何 葵 病 出 现 , 即 在 坐标 时 : 为 有 限 
值 时 粒子 穿 过 了 视界 . 然后 再 看 内 部 区 的 光 锥 结构 . 现在 光 锥 内 的 
两 种 取向 仍 与 坐标 时 + 的 正 负 向 一 致 ,因而 将 来 与 过 去 的 概念 自 
然 地 裴 得 了 明确 的 定义 , 从 向 上 的 将 来 泛 锥 看 ,: 的 增加 必定 伴随 
;的 减 小 , 即 新 坐标 在 内 部 区 正确 地 描述 了 黑洞 的 行为 . 对 于 r 增 
加 的 运动 ,新 坐标 仍 具 有 商 病 . 如 果 我 们 用 它 描述 白 洞 ,那么 内 部 
区 的 将 来 方向 就 是 :减少 的 方向 ,而 且 内 部 物质 必须 在 上 一 一 = 时 
111 


AY REJE aT AE A mj AS BE JH a A eR. A ak A By AE EP 
Ae Ty A TTAB. AM ie ee Ki EAHA RES. 
ik — A AD Bo Ba 7K AB Bp A A RAI. 但 是 这 组 坐标 仍 不 能 描述 日 涧 

ep i ee T E RAHEJA A AD K MART A PS a], PA SE (e Bh 
引入 党 丁 顿 外 行 坐 标 


E73 BMA RES FRR 图 ?.4 强 工 顿 外 行 坐标 下 的 光 雏 


外 行 坐标 下 的 不 变 距 离 公 式 为 
2GM 


d? =— [1 — ZO) ae? + [1+ 22 dr? 
— GM drdi + dcr. (7.3.9) 
ste ay IEE AR FE, 
dry, (7.3.10) 
f(y). san 


(Fh 48 E R SE HESR AR 
poral, (7.3.12) 


port 4GM In |1 ar | _ y, (7.3.13) 
Shas is bs PY EE tE m T 7. 4. 作 完 全 类 似 的 讨论 看 出 ,这 化 
标 对 处 理 内 部 粒子 向 外 穿 过 视界 的 运动 巨 没有 遇 痢 .但 却 椒 能 处 
十 外 部 粒子 向 肉 穿 过 视界 的 运动 . 

总 之 ,采用 爱 J AITANT he ELS LE RE 
将 部 分 地 被 消除 . 值得 强调 ,视界 面 内 外 了 时空 性 质 的 不 回 , 即 外 部 
足 可 能 运动 的 双向 区 调 内 部 是 可 能 运动 的 单 向 区 FIR AAS 
标的 改变 而 改变 , 也 就 不 说 ,视界 内 部 的 特殊 性 是 时 字 所 固有 的 ， 
而 不 是 选用 茜 … 种 坐标 系 的 后 困 . 


$7.4 By CKruskal) 44 


60 EEA, FE BE ALOR FE eB Szekeres ) {HIE WT — 
2H AE SE 4 TH BR a Ay BY Ss AR PR AI SE ES R- 

Te EER Awe.) ahem ep SRA 
坐标 一 致 ,而 用 mw 和 + FRE BPR BY BP] et 和 径 向 坐标 x. 
usvV 与 rst 的 关系 定义 为 

Wy >?GM i. 


= + Æ 1 E MM cosh _! (7.4.1) 
w= | 56m | ee AGM" co 
r 1 fe . . { 
-4 . — ri ` . F} 
v + | SGM 1| e sinh IGM ` (7.4. 2) 
a 7< PGit at ? 
-- 十 1 - _F P sinh i (7.4.3) 
” | 3CM | 4GM’ 2 
Py oF! Ve AUM, O 
v =+ | l ZOM | e cosh IGAT (7.4.4) 
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£8 5% AB RAE Bee SS 2 ANB AR 
32G M" em 


ds? = > 《一 du? + de’) + r?(d@ + sinde), 
(7.4.5) 
其 中 作为 F u BY eR BOR TRR 
| FA 一 1| e Z e? — ot, (7. 4.6) 


E 4. OR REM EM PH EM KB AWA LS 
HE 它 正 是 设计 这 组 坐标 时 期 望 的 日 标 . 这 组 坐标 还 有 一 些 特征 
也 是 值得 注意 的 : 

Cig 2 ds:=0 的 光 锥 线 的 方程 是 


du =+]. (7.4.7) 
dz 


Ege woe Pie 45" 前 的 两 个 直线 族 . 
tb) 由 (7.4.6) 式 看 到 ,r= 二 常数 被 表示 成 一 对 双 曲 线 


a — vu’ = ‘Be BY. (7.4. 8) 
等 别 是 视界 面 > 一 2GAf, 它 变 成 了 一 对 直线 
u = + v, (7.4.9) 


AXA AKIE ee 平面 分 成 四 片 { 图 7.5). BI AR eo, B 
r>2GM, ERR SBR. BIAN Eu co, Bl r<2GMe T 
LA ABBE. 引力 中 心 r=—0 表现 为 
w—ywo— i, 
se tE FEI a R.Ph AR OP EI KERT rco, [R i 
非 物 理 的 . 
Co) Fe SR ee ie ay ee MR, 


v 


tanh ich = 本， 8 r > 2GM, (7.4.10) 
H 、 . 
tanh Fog 一 To 当 <0 GM. (7. 4.119 


等 1 面 是 一 族 由 原点 出 发 具有 任意 斜率 的 直线 族 . “Suu. di 
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7.5 Feet Ree 


ft 一 coy# 二 一 v; 有 :二 一 0. 注意 这 对 直线 恰好 与 视界 重合 . 它 反 映 
了 $7.1 中 的 结果 ; 当 达 到 视界 , 席 瓦 西 尔 时 间 坐 标 t 将 是 无 穷 
大 .a 一 0 的 直线 在 I 和 WW 区 ;因而 代表 :一 0;v 一 0 的 直线 在 1 和 
下 区. ,因而 也 代表 上 一 0， 

E AERA TEA EERE , 干 疾 的 奇异 性 消失 了 ,所 以 我 们 
研 以 用 它 讨论 妹 对 称 时 空 的 全 局 结 档 . 我 们 把 这 一 讨论 推 到 下 - - 
节 , 而 在 这 里 补充 说 明 一 下 这 组 坐标 的 设计 思想 . 注意 克 鲁 斯 卡 坐 
标 变 换 式 作为 定义 : 它 并 不 需要 有 推导 . 

爱 丁 顿 内 行 坐 标 变换 人 7. 3.2) 的 动机 是 把 内 行 站 锥 线 (7. 2.7) 
ERAZ, BY 

ftr—V, (7.4.12) 
KAT SEAR TS Ty ES 9 a. PEE, HS Sh E os OE 
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(7. 3.8) 是 要 把 外 行 光 锥 线 57.2.8) 民 成 直线 . 即 

nrl. (7.4.13) 
Skit Fe AR iS vb ack AN AE ast By eg. AB AE tp f7 BY GE [ed ey Bl] AG ik 
APH RP A AL TT PU PT SE HERAN RE ke H E? RITE 
SEER A oi SOA 8s a AD C7. 2. 707. 2. Be 
AR Hie GEL OY 


V-ettr’, (7.2.7) 
U =t>r', (7.2.8) 
其 中 (ap C7. 2. 6E. RE. 
dVdU = d- dr^? = di. de afli eM] 
末 是 席 瓦 西 尔 不 变 距 离 公 式 秋 为 
ZM) 


ds? = — | 1 - lavar dF sin*éd¢), 
1 


(7.4.14) 
EF r SEU PV HR’ C7. 2. TOA C7. 2. SO EE. 
He <7. 4. 149 37 Bl se oH AE EH A OP PES FAB 好 预想 的 目的 
没有 达到 . 可 是 57.4. 14) 式 也 上 暗示 了 消除 这 种 奇异 性 的 途径 .在 对 
光 锥 线 重 新 编号 , 即 引 入 入 代替 和 VY, 让 
V= ø, = UU), (7.4.15) 
不 变 距 离 公 式 (7. 4. 14) 中 与 角度 无 关 的 部 分 将 跟着 变 为 
ds? —— | 1— 2CM) dV AU di? 
rt av at? 
函数 区 和 疙 的 形状 是 任意 的 .适当 选取 它 , 以 使 
PaM) Se dt’ 
” i dọ dt 
不 出 现 病态 的 奇异 性 ,我 们 的 目的 就 达到 了 . 例如 选取 


ar Hi 172 
Vow eK ACM -一 | scm ~ 1 | et ea (7.4.17) 
l 


dV dË. (7.4. 16) 


1> 
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"be OGM 
C7. 4. 16) 4H AB pE 

ds? =: 一 BEM, 
视界 面 * 二 2GM 上 的 奇异 性 不 再 存在 . EE Y A U 为 常数 的 坐标 
线 是 光 锥 线 , 即 光子 的 世界 线 . 为 了 更 符合 习惯 ,我 们 引入 新 的 时 
闻 坐 标 二 和 新 的 径 向 坐标 zx, 趁机 要 求 光 锥 线 为 与 坐标 线 成 45 纵 
的 直线 ,为 此 定义 


-cud dË , (7.4.18) 


— 1z a, _ {7 al UË reat a 

v= z350 tU) 一 | som l| cash TGM 
(7.4. 19) 

—i9i p _ ñ rom 
was’ >= | som 1 | sinh Tz 
(7.4. DOA 
eye A 3 

ast 一 32C (一 dv? + dx”). (7. 4. 20) 


这 正 与 (7. 4. 5) 式 相符 合 . 可 是 (7-4.17) 和 7. 4. 19) A ik AiR 
ie r 2GM, Win a T E RL. 经 反复 党 试 , 人 们 已 发 现在 了 二 
GM 的 区 域内 把 定 广 67. 4. 19) 修 改 为 


SR i 
= — .一 artdi oa 
t i ava č sinh IGM ' 
, (7.4. 219 
! 1— _ | (2 aM. sh £ 
tt 一 | OM | È cos AGM’ 


WET 4 Py Ta a tE. 而 这 就 是 本 节 开 始 引 入 的 克 信 斯 - 卡 
标 变 失 ， 


57.5 球 对 称 时 空 的 全 局 结构 


有 了 不 含 葡 病 的 克 鲁 斯 卡 坐 标 ,我 们 就 有 可 能 在 球 对 你 时 空 
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中 讨论 任何 物理 上 可 实现 的 运动 ,并 无 限 地 追究 它 的 过 去 和 将 来 . 
唯一 妨碍 这 种 追究 的 点 只 有 7 二 0, 它 是 一 个 物理 的 奇 点 . 

讨论 前 应 注意 , 席 瓦 西 尔 坐标 中 由 +t 和 7 标志 的 -一 个 点 在 克 
BASRA xz 坐标 面 上 对 应 有 两 个 点 . 当 > 盖 2GM ,一 个 对 应 点 在 
第 工 片 , 另 一 个 在 第 工 片 . 当 ><2GM ,一 个 对 应 点 在 第 工 片 , 另 - - 
个 在 第 入 片 , 我 们 暂时 忘掉 第 下 片 , 而 把 第 1 片 当 作 视 界 之 外 的 物 
理 世界 . 2X — FE se T 2GM<ir<loo fll —oo<te<t too, EMME 
区 域 的 物理 描绘 是 充分 的 《第 正片 也 RED. 

考虑 粒子 在 第 I 片 内 的 任意 运动 . 设 质点 瞬时 处 于 A( 见 图 
7. 62. 上 七 的 运动 方向 必 在 将 来 江 锥 之 内 .这 坐标 下 的 光 锥 线 与 纵横 
坐标 成 45" 角 ,因此 容易 看 清 , 它 的 席 瓦 西 尔 时 间 :必定 增加 ,而 + 
则 可 以 增加 也 可 以 减 小 . 这 正 是 我 们 最 熟悉 的 正常 时 空 性 质 . 质点 
的 将 来 可 以 永远 处 于 第 I 片 , 但 也 可 能 越 出 第 1 片 . 因 四 片 的 分 模 
线 也 是 45" 线 ,所 以 质点 沿 它 的 将 来 光 锥 方向 达到 工 与 下 或 有 的 
界面 是 不 可 能 的 . 唯一 的 可 能 是 达到 ] 与 工 的 界面 (如 图 7.6 h B 
点 ). 达到 界面 的 席 瓦 西 尔 时 间 : 是 无 窃 大 ,但 克 鲁 斯 卡 时 间 w 是 
有 限 的 . 一旦 达到 界面 ,将 来 光 锥 的 方向 决定 它 不 可 能 再 返回 第 1 
Fr. 它 必 须 进 入 第 工 片 .第 工 片 的 等 > 线 在 光 锥 之 外 ,这 表明 进入 
了 第 工 片 的 质点 不 可 能 停留 . 它 只 能 不 断 减 小 ~, 直 至 达到 奇 点 > 
一 0 如 图 7.6 中 了 点 ). 这 分 析 说 明 第 工 片 是 内 行 的 单 向 区 , 它 描 
述 黑 酒 内 部 的 时 空 . 

那么 第 工 片 加 第 I 片 是 否 覆盖 了 全 部 物理 时 空 呢 9 回 管 是 否 
定 的 . 如 无 限 追 究 粒 子 的 将 来 , 它 已 完备 了 . 如 追究 粒子 的 过 去 , 它 
可 能 来 自 第 工 片 和 第 台 片 的 界面 ,例如 图 上 的 已 处 .再 往 前 追 调 ， 
EAR REE ASN 片 的 内 部 .第 片 内 的 等 * 线 也 在 光 锥 之 外 , 即 
粒子 不 能 静 正 ,物理 的 运动 必定 增加 它 的 >. 这 说 明 如 果 第 工 片 中 
有 来 目 第 NN 片 的 粒子 , 它 必 定 来 自 第 W 片 中 的 物理 奇 点 x 二 0( 如 
图 忆 点 ). 这 就 是 白 洞 的 喷射 .第 勿 片 描 述 的 是 白 洞 内 部 的 时 空 . 

现在 让 我 们 注意 第 正片 .如 果 存 在 白 洞 喷射 ,那么 从 奇 点 发 生 

118 


图 7.6 克 篆 斯 皮具 标 面 上 质点 的 运动 


的 粒子 可 能 通过 G 一 F 一 五 进入 第 工 片 , 也 可 能 通过 Hd 进 
入 第 正片. 第 开 片 与 第 1 片 不 可 能 有 牺 质 交流 ,如 果 把 第 ! 片 当 作 
我 们 的 ”外 部 区 ,第 正片 就 是 一 个 与 我 们 隔绝 的 另 一 个 儿 部 区 . 它 
的 时 空 性 质 与 我 们 的 一 样 ,只 不 过 它 的 席 瓦 西 尔 时 间 是 第 I 片 的 
席 孔 西 尔 时 间 的 反 演 . 第 正片 中 的 粒子 也 可 能 达到 它 与 第 工区 的 
边界 而 进入 黑洞 ,并 最 终 落 入 物理 奇 点 * 一 0. 在 进入 黑洞 后 , 落 入 
STAT. EL ey) ARSE BS I 片 的 粒子 相遇 . 但 是 ,它们 所 交流 的 
信息 是 送 不 回 第 工 片 或 第 正片 的 .因此 ,这 两 片 是 完全 隔绝 的 . 

上 面 分 析 的 是 球 对 称 时 空 结 构 的 最 一 般 的 可 能 性 . 即使 理论 
完全 正确 ,那么 理论 上 人 允许 黑洞 与 白 洞 的 存在 与 自然 界 是否 实 际 
有 法 洞 或 白 洞 存在 还 是 两 回 事 . 实际 的 存在 与 否 只 能 靠 实践 来 回 
答 . 但 也 值得 反 过 来 强调 ,它们 的 存在 原则 上 是 可 能 的 ， 
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$7.6 黑洞 作为 恒星 演化 的 终局 


近 20 年 来 , 某 种 程度 上 是 由 于 中 子 星 的 发 现 的 促进 ,人 们 对 
庙 洞 进行 了 广泛 的 研究 .这 种 研究 是 才 方 面 的 . 一 种 是 对 黑洞 的 物 
理 和 数学 手 质 的 纯 理 论 研 究 , 另 一 种 是 结合 天 体 牺 理 过 程 探 讨 有 法 
洞 的 形成 机 制 和 由 润 存在 的 效应 ,再 一 种 是 从 观测 上 寻找 黑洞 . 本 
节 将 以 后 两 方面 研究 为 背景 讨论 黑洞 的 开 实 性 问题 ,人 把 黑 润 物 
得 理论 方面 的 若干 重要 结果 放 在 后 面 几 节 . 

在 天 体 演 化 中 可 能 形成 黑洞 的 机 制 很 多 . 人 们 一 般 议 为 今天 
年 能 存在 的 黑洞 有 二 种 现实 的 形成 机 制 . 第 一 种 是 早期 宇宙 高 密 
介质 中 让 上 密度 涨 落 而 造成 的 小 黑洞. 估计 这 种 四 油 的 质量 大 约 
只 有 10 kg. 第 种 是 作 几 正常 恒 时 这 化 至 上 晚期 的 :种 可 能 的 缕 
hy. 这 种 黑洞 应 该 是 凡 个 至 儿 十 个 太阳 质量 的 天 小 . 第 三 种 是 超生 
Bi ,星团 或 星系 核 塌 缩 形 成 的 户型 黑 油 . 它 的 质量 是 10° ~ 10" 太 
MEEI eR. 我 们 这 早 仅 讨论 黑 润 作为 民 星 演化 的 可 能 终局 回 

我 们 知道 , 背 通 恒星 古 以 内 部 有 核反应 作 能 源 为 标志 的 . 这 能 
源 维持 了 插 体 内 的 还 度 梯 度 和 压 轧 梯度 ,而 后 者 抵挡 了 导体 的 日 
引力 ,实现 了 力学 平衡 . 核 燃 烧 阶段 的 时 间 和 终究 是 有 限 的 . 使 我 们 
后 兴趣 的 是 : 核 燃 辣 停止 后 .恒星 的 命运 是 什么 、 

恒星 演化 理论 告诉 我 们 ,质量 小 下 约 入 信 太 阳 质 量 的 乙 咀 并 
不 能 充分 烧 尽 它 中 心 部 分 的 核燃料 ,最 后 由 于 温 谋 不 够 ,核反应 中 
IET. 中 止 后 的 靖 局 是 形成 白 禾 尾 , 它 是 由 高 密 等 离子 体 构 成 的 
CBR RE 2 10°~ 10% ke + m *). 即使 它 的 温度 降 得 很 低 ; 简 并 电 
子 气体 的 费 米 (Fermi) 压 力也 是 以 维持 与 引力 的 平 奖 . 电子 简 并 压 
力 能 承受 的 最 大 质量 叫 虽 德 抗 锡 卡 4Chandrasekhar)? 极 限 , 约 为 
1.4 BR ARH. 这 类 异 中 在 晚期 会 盏 类 白 己 的 部 分 或 太 部 分 
RE, nE BE hT S fit ERREGE. 
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Wr eek E29 ACE AR PHE BY tet eB Ro PS 
完全 耗 尽 ,的 而 形成 一 个 由 不 能 进行 放 能 反应 的 铁 . 钴 、 镍 原子核 
构成 的 星 核 . 开始 星 术 的 密度 约 为 10*kg*，m 温度 约 为 10 K 
晨 核 物质 处 于 等 离 了 态 . 洁 简 并 电子 压力 继续 维持 与 引力 的 平 突 . 
当 旦 核 外 围 的 核 烽 钳 使 铁 蛙 核 岳 量 积累 而 超过 了 1.4 倍 太 阳 质 
BE BRA HEART IEAA. FREER Pe AS AM ee 
3 VY ae UY | BS. A CFR Rs HE g 
引力 塌 缩 会 不 会 形成 黑洞 ? 

进 缩 时 密度 的 加 天 导致 了 物 太 的 变化 . 在 密度 p 宇 10 kg。 
m 3H, 等 离子 体 中 电子 的 费 米 能 已 足够 商 , 以 至 它 与 序 了 于 愤 中 的 
WR ART BH TE A a Bee 

e + p — n + r- 

Egry AH PE Fh. H Eh Ee Ba Ae T 
HRR E. RAE] 6 一 4X10 ke +m 3 和 ,过 剩 中 子 将 从 原子 核 
中 游离 出 来 ,时 中 子 滴 出 . 当 2 二 4X19 kg em 时 :介质 中 原子 
核 已 全 部 瓦解 ;而 成 为 中 子 气 体 了 . 申 子 与 电子 一 样 是 服从 泡 里 
(Pauli) 原理 的 粒 子 , 寺 此 高 密 态 下 也 有 简 并 压力 . 中 子 气 的 简 并 
压 能 承受 2 一 3 EKO SAGAS AY RAPER. 
注意 南 缩 星 核 的 质量 仅 略 大 上 1.4 倍 太 阳 质 全 ,网 此 达到 运 当 的 
密度 时 ,引力 塌 缩 将 被 中 子 气 的 简 并 下 阻挡 ,从 而 重新 形成 一 稳定 
的 星体 , 它 就 是 中 子 星 . 

那么 质量 很 大 的 星 过 的 千 局 是 什么 呢 ? 流 行 的 观点 是 这 样 的 . 
星 核 塌 缩 至 超过 中 子 星 密 度 后 将 发 生 上 反弹, 反弹 引起 的 冲击 波 外 
传译 星 壳 ,将 加 热 星 沉 而 使 其 核 灼 料 全 部 点 火 , 从 而 发 生 爆 炸 , 这 
就 成 为 超新星 爆发 . 星 过 物质 在 爆炸 时 将 被 炸 散 ,这样 星 核 最 终 只 
保持 一 个 小 的 质 敬 而 构成 中 了 星 . 但 是 这 种 看 法 还 远 不 是 一 个 肯 

的 结论 . 失 理 论 上 讲 . 丰 的 模型 计算 表 而 旦 壳 的 绪 丙 与 上述 看 法 

相符 ， 有 的 模型 计算 则 说 冲击 波 椒 足以 引起 外 讽 的 爆炸 . 主要 的 

是 .如 果 小 部 分 星 过 物质 最 终 会 下 落 到 星 核 上 ,那么 是 核 质 址 就 会 
12] 


超过 奥 本 海 职 极限 ,从 而 使 它 不 可 能 作为 中 子 星 存在 . 4 CAS 
缩 使 密度 再 增 天 一 个 量 级 左右 , 它 就 变 成 湿 洞 了 . ARL E i, A 
果 每 :次 重 星 星 核 的 引力 塌 缩 都 形成 一 个 中 子 星 , 那 么 银河 系 中 
中 子 星 的 数目 应 远 比 实际 观测 到 的 要 多 ., 这 些 迹 锭 使 人 们 相信 , 黑 
洞 的 形成 也 是 星 核 塌 缩 的 可 能 结局 之 一 .但 是 ,关于 星 完 结局 的 和 争 
ik … 直 持续 至 今 . 

孤 并 黑 润 的 形成 这 程 或 存在 都 是 很 难 被 观测 到 的 , 寻找 黑洞 
的 可 行 途 径 之 一 是 利用 蜜 近 疏 星 . 如 果 个 黑洞 和 一 个 正常 恒星 
神 成 蜜 近 双 星 , 那 就 会 有 较 密 的 可 观测 效应 来 判明 其 中 黑 泣 的 存 
在 . 锌 很 多 天 文 和 天 性 物理 学 家 看 作 黑 洞 的 CygX-l 就 是 密 近 双 
星 的 一 员 , 其 士 星 HDE226868 是 质量 约 为 20 PAPAS BA 
HEE. 这 双星 的 周期 为 5.6 天 ,表明 了 它们 的 密 近 .CygX-l 是 发 
射 和 射线 的 栈 天 人 恒 , 它 的 质量 被 确定 为 大 于 5.5 俐 太阳 质量 . 一 
A a Ret AS] ic Be i SH J E E PE BR A BR ,这 就 构成 了 它 害 证 认 
为 黑洞 的 重要 因素 .此 外 对 Cy ge X-1 89 y6 E A e at E ik 
也 支持 这 种 证 认 . Pit eR A ee ate E M SE TP. 
H Fe EA OS BE». AT EA ft eK SR FEE. 间 时 ,人 们 正 通 
过 其 他 途径 努力 寻找 黑洞 . 


87.7 FANS 


上 上 面 各 节 针 对 球 对 称 源 的 引力 声讨 论 了 黑洞 的 概念 . a E 
Hel 0 AE EC Pe oR AB i. 60 年 代 林 以 来 ,黑洞 理论 有 了 很 太 的 发 展 , 这 
一 节 我 们 来 讨论 黑 油 的 分 类 问题 . 

E SAA AT Ge BE a WN A, BO OB BG Oo BF SP, eT 
CReissnery 和 诺 斯 特 隆 CNordstrom}) 得 出 过 另 一 类 球 对 称 解 ,相应 


TA 
和 


+r? (dé -+ sin’fdg g, (7.7.19 
其 中 M S| AM ei at. 蚌 引 力 源 的 电荷 - 因此 (7. 7. 1) 式 描述 
HEES ARA S A. 引力 源 的 电荷 会 影响 引力 场 可 这 样 理 
解 . HB dar Je] FB ERA A BOE KB. AE 
也 将 产生 引力 . 
60 年 代 茹 开始 有 人 研究 了 这 种 引力 场 的 全 局 结构 ,并 弄 清 了 
它 也 二 能 梅 成 黑 独 . 我 们 仍 把 黑 润 的 视界 定 文 为 单 向 运动 时 空 区 
的 边界 , 即 单 向 膜 . SR 2, Se Hr Yo SE As a 
r, = GM + VGM — GQ, (7.7.2) 
Ae A EGE SR PPE CM SCO’ . Bil fare Bat A BY | a REE 
成 黑洞 . 
接着 殉 尔 (Kerr 找 到 了 上 真 空 场 方 程 的 一 个 轴 对 称 解 . 它 的 不 
AB IB iy xh HY E fF 
ds? =— Ftd 一 asin*fdg)* + eG + ande — adt]? 


+ dr + pdé, (7.7.3) 

其 中 
' Az? — 9GMr + a’, (7.7.4) 
2 = r" + acos, (7.7.5) 


M 代表 质量 ,ae Ue Ao. EP i oe. 克 尔 度 规 
(7, 7.3) 描 述 的 是 转动 引力 源 的 引力 场 . Rea ARHA 
BE RE Ft ot SB) EIE REE R Sd. x PE R oe oS Bl. 克 尔 黑洞 
BA ep FP AB BR AY 
r, = GM + {GM — a’, (7.7.6) 
AFL ATENA E OM Sa’. 这 就 是 说 黑洞 不 能 转 得 太 快 . 
在 弄 清 上述 儿 种 具体 的 黑洞 后 , 人们 对 黑洞 分 儿 类 很 感 兴趣 . 
瑚 过 几 年 的 研究 ,于 ?70 年 代 初 解决 了 分 类 问题 .我 们 分 二 个 层次 
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Cad ATTA SE WEAR T face ey Biel ue ee A BY. 

Cb} 一般 的 稳定 黑 润 的 3 引 旭 场 只 包含 三 个 物理 做 其, 它们 可 
SE A bk OA. Fa ft Q MEAS a. 

Co} — AR AY fe Ee) A | eek - A & CKerr-Newman) E 
规 描 述 , SRR BBE A SB 47 7. 7. 3) 式 的 形式 ;但 代替 (7.7.4) 式 
的 是 

A= rt — 2GMr + a + GQ. (7.7.7) 

这 种 一 般 的 稳定 墨 涧 被 称 作 克 尔 -纽曼 黑洞 . 与 前 面 讨 论 过 的 
黑洞 相 比 可 看 出 ; 当 人 @= 二 0 它 达 原 为 转动 的 克 尔 黑 测 ; 当 a 一 0 七 
还 原 为 荃 电 的 菜 斯 纳 黑 润 ; 如 果 @ =O = 0. ERE a MOF ter 
电 的 席 瓦 西 尔 墨 润 .因此 a MO 都 不 为 容 的 克 尔 -纽曼 黑 词 是 转动 
mi xA E G E. 


$7.8 黑洞 动力 学 


黑洞 理论 的 胃 一 个 有 趣 的 结果 被 称 为 黑洞 的 动力 学 规律 , 它 
是 但 肯 斯 坦 5Berkenstein7 和 和 霍金 (Hawking) 等 人 在 1972 至 1973 
年 间 得 出 的 . 其 中 最 重要 的 是 关于 黑洞 过程 不 可 北 性 的 黑 调 动力 
学 第 二 定律 . 

Be AY) 50 oR - 2 Se RA F 


r= GM + 40CM — GQ — a’, (7.8.13 
因而 视界 而 的 面积 是 
A = 4ntrist+ a’). (7. 8.2) 


翟 金 证 明了 一 条 定理 , 它 说 黑 润 动力 学 过 程 中 视界 的 总 面积 不 能 
减少 . 这 就 是 黑洞 动力 学 第 二 定律 ,也 叫 和 面积 不 减 定 理 . 

看 两 个 质量 为 M 和 和 MM; SR aL BG or i a. 合并 后 的 项 
量 为 M=M, +M: 设 稳定 后 仍 是 席 瓦 西 尔 黑 洞 ; 则 它 的 视界 坐标 
为 

r= BOM — 270M, + ML) = 3, + ro. 
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A BL PY PR PE yil OY PLE i LA == Anr” a BY TT 4 
A + Ay <A, 

fic Ty FAAS ta SE PE A te) RE. FB a. BY — “PB BR 
黑洞 分 裂 成 两 个 则 是 不 可 能 的 . 

按 面积 不 减 定理 , 黑 润 过 程 保 持 视界 总 面积 不 变 是 可 能 的 ,这 
种 动态 学 过 程 被 称 为 可 道 的 黑洞 过 程 . 视界 面积 增加 的 过 程 则 是 
AR BY 38 fs Sa eR. 这 一 切 在 形式 上 与 热力 学 第 二 定律 非常 类 似 . 
现在 讨论 它 的 一 个 重要 推论 . 
(7.8.3) 


Lj A jl 
me = Gl Ter! 
ATU AAR aT 49 i BH CESS oe ay eee. 
把 (7. 8. DRACA CT. 8. 29h C7. 8. DRAS 

re + mE 
HP J=aM 是 黑洞 的 前 动量 . 从 (7. 8- ORB. A eS 
过 程 使 它 的 电荷 鼠 或 戎 动量 了 减少 ,那么 黑 润 的 质 基 也 将 减少 . 
这 也 就 是 说 原则 上 可 以 用 动力 学 方法 从 苘 下 的 或 转动 的 黑洞 提取 
能 量 ,相应 地 黑洞 将 减少 电量 或 减 慢 转动 . 涩 墨镜 的 电荷 和 和 角 动 量 
都 减 至 零 ; 即 成 了 席 夺 两 尔 典 润 , (7. 8. 4) 式 说 明 再 向 黑 润 提取 能 
量 已 不 可 能 了 . 在 这 意 多 上 ,人 们 也 把 席 巨 西 尔 黑洞 叫 黑洞 的 基态 
HEE T Hj i. 


M? = 


(7. 8. 4) 


PH. F 


§7.9 黑洞 的 辐射 


伯 肯 斯 坦 曾 进一步 证 明 ,由 洞 的 视界 面积 A 正 民 热力 学 意义 
Py ha. 他 得 出 黑洞 的 粮 S 与 视界 面积 的 关系 为 
k 


5 = TAG 


A, C7. 9. 1) 
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FOP A BA (Planck) M.A 4 BE AE (Boltzmann) 常数 
Fe ff] Ee Sie OSHS. fa ah .J AEO 作为 热力 学 态 变量 ,那么 黑 
润 能 霹 ( 妈 质量) 变化 与 态 变 量变 化 的 热力 学 关系 为 
dM = TdS + fd + Vda, (7.9. 2) 

其 中 了 是 黑洞 的 温度 ,如 和 了 BARAT MH ERAS 
数 形式 加 由 (7. 8. 4) 式 导出 . 

为 导出 黑洞 温度 了 对 参量 MS AO 的 依赖 关系 ,把 C7. 8. 4) 
式 重 写作 


2 ft ¢ e | TÅ 1 a 
M = 78 + | HJ le 3 +56 (7.9.3) 
由 (C7. 9. 29SK AN C7. 9. 3) 式 ,得 到 | 
_ {al __ fh 1 Q a} Me il- 
Y= |5], o 7 SG M | 4 +3) MF 
(7.9.4) 
这 就 是 黑洞 的 温度 公式 . 
现在 讨论 席 乓 西 尔 黑洞 . 在 (7. 9. 4) 式 中 令 Q=J=—0. RIE 
EARS WHR SRR, 
A 1 - 
= ark uM C7. 9, 53 


$7.6 中 已 指出 ,有 三 种 不 同 质量 的 黑洞 可 能 是 现实 的 ,一 种 是 
10° ke 左右 的 小 黑洞 ,一 种 是 10” kg 左右 的 恒星 量 级 的 黑洞 ,再 
一 种 是 10kg HRA BB. A C7. 9. ORB ME NHB SI 
A 107 K,10 KẸ 10 °K. SAR RHA )S RARE SS. 
它 的 环境 温度 ,因此 它 必 定向 环境 放出 热 辐 射 . 考虑 到 黑洞 有 热 辐 
射 , 这 又 给 黑洞 物理 学 引伸 出 一 系列 的 新 间 题 . 

首先 , 黑 湘 的 辐射 机 制 是 什么 ? 1974 年 霍金 指出 ,黑洞 的 辐射 
可 以 通过 量子 效应 来 实现 . 黑洞 表面 附近 的 真空 涨 落 产生 虚 粒 子 
对 , 当 其 中 负 能 虚 粒 子 通过 隧道 效应 而 进入 黑洞 ,黑洞 的 能 量 将 减 
少 ,; 同 时 其 中 的 正 能 粒子 可 能 向 外 穿 出 黑洞 的 外 引力 区 ,这 相当 于 
黑洞 辐射 了 一 个 粒子 (图 7. 7). 这 种 机 制 被 称 作 堆 金 辐 射 . 
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图 7.7 霍金 辐射 


其 次 ,黑洞 在 热力 学 上 是 不 稳定 的 . 由 于 黑洞 的 能 量 和 质量 反 
dE _ dM grkG 


= r dr ~“ P MF. C7. 9. 6) 


er SB Wel Yi, RE a PS ih BE. C RE a ST a. 热 容 为 负 说 
明 放 出 能 量 后 温度 升 高 ,因此 它们 不 会 有 热平衡 . 黑洞 辐射 将 维持 
到 能 量 耗 尽 为 上 . 这 样 我 们 可 以 计算 温度 高 于 环境 温度 的 黑 润 的 
寿命 . 按 黑 体 辐射 公式 ,黑洞 的 物质 辐射 挛 为 
daf ch‘ | 
ae TOAT = rO Wh 
其 中 o BAe -A Hee @ (Stefan-Boltzman) $A, A 是 黑洞 视界 
面积 . 容易 从 人 7.9.7) 式 积 出 初始 质量 为 wz 的 黑洞 的 寿命 
t= 8.4 10 Mi, (7.9. 8) 
APM, Uke 为 单位 ,zt VAs 为 单位 .质量 为 107 ke 的 小 黑洞 的 寿 
oh oA 10's, EAD TS RAR Se BAR. 因此 ,宇宙 演化 
SAE PS BE aie Pe Td Fy AR 2 Rd oD ST L SE SE BR PR A 
围 的 物质 ,使 自己 的 质量 超过 10 kg, 它 才能 够 存活 到 今天 . 否 
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(7.9. 7) 


TU. Ai FPR TE CAR T. FBP BS 5 toe a ee YR 
更 大 的 黑洞 .由 于 它们 的 温度 低 于 环境 湿度 ,它们 将 从 环境 吸收 能 
芷 而 进一步 降低 自己 的 温度 . 网 为 实际 宇宙 环境 的 温度 很 低 . 所 以 
这 种 热 过 程 对 它们 是 不 重要 的 . 
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第 八 章 F 宙 学 


广义 相对 论 需要 有 有 实际 意义 的 应 用 领域 , 宁 宙 学 元 妖 是 其 
中 最 重要 的 一 个 . 上 反 过 来 ,宇宙 学 也 必须 靠 广 义 相 对 论 才 能 发 
展 .正如 爱 因 斯 坦 曾 说 :在 我 看 来 ,不 利用 广义 相对 论 , 人 们 不 本 
能 从 理论 上 得 到 任何 宇宙 学 上 的 可 们 的 结果 : "以 广义 相对 论 为 
基础 的 现代 宇宙 学 理论 框架 确立 于 20 年 代 . 它 为 赢得 人 们 的 信 
任 花 了 4 如 年 . 此 后 ,宇宙 学 开始 了 它 的 迅猛 的 发 展 , 并 成 了 三 区 
相对 论 的 重要 支柱 之 一 . 


§ 8.1 宇宙 学 的 基本 事实 


宇宙 是 指 自然 办 的 一 切 物质 的 总 和 . 这 是 由 然 科 学 的 最 天 客 
fA. i BREE 4 RO A eR 
性 知识 . 

我 们 前 地 球 在 宇宙 中 只 延 一 个 十 分 池 小 的 局 部 ， 因此 地 球 上 
的 物体 没有 宇宙 学 意义 ， 天 球 上 的 无 数 光 点 才 是 宇宙 的 表 观 形 
Z. 可 是 , 当 我 们 不 能 分 辨 这 些 光 点 的 远近 差别 时 ,这 只 是 一 个 二 
维 形 象 . 相 获 得 它 的 三 维 立 体形 象 ,天 文学 家 须 有 能 力 测定 各 个 
368 PB FE TREE. 这 种 能 力 主要 是 从 本 世纪 开始 才 逐 池上 具备 
的 - 

随 着 天 文 测 距 能 力 的 提高 ,人 们 获得 的 第 一 :个 重要 信息 是 慢 
星 在 宇 宣 中 的 分 布 并 不 均 名 ,它们 共有 明显 的 结 团 性 ， 我 们 太阳 
周围 约 20 kpe(pe PAE FAKE, 1Pc 一 3. 1X 10*m) 的 范围 内 , 集 积 
有 大 约 一 千 亿 个 恒星 . 这 恒 时 集团 就 是 银河 系 . 除 银河 系 成 员 之 
ap, RS 上 还 有 天 量 光 点 并 不 是 恒 是 ,而 是 次 似 于 银河 系 的 巨大 恒 

] 29 


ERA. 它们 被 统称 为 星 条 , 它们 与 我 们 的 距离 远 超过 银河 系 的 大 
小 :因此 它们 表 观 上 也 只 是 -个 个 的 光 点 . 
星系 在 宇宙 空间 的 分 布 也 并 不 很 均匀 .由 于 引力 作用 ,它们 
es ase Rt . 这 就 是 志文 上 的 星系 团 和 超星 条 团 的 概念 .位 
古 , 当 我 们 把 空间 的 单位 体积 取得 比 超 星系 团 还 大 ,计数 测 基 表 
明 ,空间 各 外 的 星系 数 密 度 是 接近 均匀 的 . 
从 理论 上 研究 宇宙 ,如 同 研究 其 他 对 象 一 样 .一 方面 须 抓 住 其 
本 质 特征 , 另 一 方面 须 咯 去 其 次 要 性 质 . 从 这 意义 上 ,人 们 把 宇宙 
看 成 一 个 充满 全 空间 的 各 向 同性 的 均匀 介质 . 这 是 一 个 基本 假 
议 ,被 称 为 宇宙 学 原理 . 这 样 , 透 过 表 观 的 复杂 性 ,我 们 看 到 了 字 
RAS E. 至 于 这 假设 在 多 大 程度 上 反 怠 了 宇宙 的 本 质 特 
征 , 我 们 在 后 面 将 会 讨论 到 . 
际 宁 定 物 质 的 均匀 性 外 ,宇宙 的 脱 胀 是 又 - :个 重要 的 基本 事 
E. 
20 EA, Bah (Hubble) W E T ETE AMER R 和 退行 速 
EVERA V YR ORIEL HE, Bf 
Y=H-R, (8.1.1) 
司 太 把 比例 系数 五 称 哈 坦 常数 . 
当 我 们 把 宇宙 看 成 由 大 量 星 系 组 成 的 均 名 介质, 远 处 的 星系 
在 系统 地 向 远离 我 们 的 方向 退行 ,表明 了 宇宙 介质 在 膨胀 . 星系 
相对 我 们 银河 系 有 系统 的 退行 可 能 带 来 错觉 ,好 像 我 们 处 于 宇 定 
的 中 心 . ASE at A FE BA oy ey eA RRE E E 
eS oR EY EE — yh. kee the AS ET 
化 过 程 中 是 始终 均 条 的 . ROE RTT RAS ES 
原 中 的 一 个 普通 的 “分 子 ”, 它 不 具有 任何 特殊 地 位 . 这 概念 被 称 
FE i BT H ERM. 
Per eh AE SC AS oy PEE Se ARS a RE OR RE . 近年 人 
们 用 多 种 方法 定 出 的 值 弥散 在 
ff, =50~ 100 km -+s '+ Mpc ! (8.1.23 
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的 范围 内 . 这 意味 着 每 近 1IMpc, 星 系 的 退行 速度 增 大 50 至 
100 km/s. 利用 1Mpe=3. 1X 10" km, RiR JCE S A 
H,! = (3,1 ~ 6.2) xX 107 s = (0.98 ~ 1.96) x 10" a, 
(8.1.3) 
ap dé 8H ua FE Hg WG. FA OO a] Be A AC 
之 一 ， 
HMA WHER MEAS ER. SRO RA 
2s fala BREE, BY WR CE RIE Ee a. 后面 从 演化 的 骨 
FREE, EEEE Re ea ie. Be Ae. 办 此 
AUERS EE eee eh Be. 宇宙 学 中 习惯 地 对 随时 间 变 化 
的 其 加 下 标 0; 代 表 它 在 今天 的 信 . 因此 这 里 把 今天 的 五 值 忆 作 
Ho. 下面 我 们 将 对 一切 整体 做 二 沿用 这 个 记 法 ， 


$8.2 ”宇宙 动力 学 


影响 宇 罕 脱 胀 的 作用 力 只 有 引力 . 如 把 宇宙 看 成 充满 全 守 间 
的 均 与 介质 ,那么 介质 中 任 一 项 元 所 受 的 引力 是 无 法 由 牛顿 引力 
定律 算出 的 . 因此 ,牛顿 力学 理论 不 能 作为 宇 窗 动 力学 的 基础 . 
这 是 宇宙 动力 学 只 能 以 广义 相对 论 为 基础 的 原因 . 

接 广 六 相对论, 均匀 各 向 同性 的 介质 将 造成 均匀 各 向 同性 的 
空间 结构 . 可 以 证 明 , 这 种 时 空 度 规 场 的 - - 般 形 式 为 


4 ` 
dst = — de? + RO] 一 4 dd? 十 r°sin?edge | ， 


(8.2.1) 

其 中 REY AE Rk 是 任意 实 常数 . 这 里 采用 的 空间 

从 标 是 随 动 坐标 , 即 质 元 随 宇 审 脱 胀 而 动 时 , 它 的 空间 坐标 是 不 变 

的 .从 (8. 2. 0 看 出 ,空间 坐标 固定 的 两 点 间 的 距离 与 RORE 

比 . 因此 ROE REARS - 尺度 因子 随时 间 的 变化 反 

映 了 字 宙 的 脱 胀 进程 .* 是 字 宙 空间 的 曲率 因子 . 当 & 一 0, 室 间 
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是 平坦 的 :几何 是 欧 氏 的 . 当 IE BOY fh ae a Se tg. ILA 
FESR SAT. GARTER oA. OK EY BA JERR A9 
正 曲 率 空 间 的 总 体积 则 是 有 限 的 . 
寺 舍 各 向 同性 介质 的 能 量 动 些 张 量 有 形式 
EP = Co + pL + pg”, (8. 2.2) 
FT E*=(1,0,0,0). AAR SPM ETE H BEE a RK TD chp AD p 
Sh NAL It BEY) e HEE BLS gtk E fi J BAS ey SS E i t, #8 ite ty z 
AR AL, . 
Pe AS A AE SE AB. 把 (8. 2. 1) 
ACB. 2. 2 下 代入 
Re 一 一 srGlT — gaT|, (8. 2. 3) 
得 到 村 -时 分 二 方程 
3R =— 4nGlp + 3poR, (8.2.4) 
fl 23-45 4p y 


RR + 2R? + 2k = 4aG(p — pR, (8.2.5) 
其 他 分 量 方程 都 是 恒等式 . 由 (8. 2. 48. 2. SO A OR, SH 
R 的 一 阶 微分 方程 


R* 十 二 


BTC oR’. C8. 2.6) 


六 外 由 能 量 动 舍 张 量 满足 了 一 0, 又 可 导出 又 一 个 微分 方程 
de _ 
di 

这 些 方程 中 归根 铺底 其 有 两 个 是 独立 的 .但 是 元 涉及 三 个 未 知 困 

数 p,p A RAMI REA. 车 能 由 介质 的 性 质 再 得 出 一 -个 关系 


3 Ro + pd. (8.2.7) 


pa ple, (8. 2. 8) 
FRAT [AA SE EM AP ES | hÈ A SE 
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Re). VAR BK Be RE A Lae p KETT DH Bf - 
(8. 2. 7) 式 可 等 从 地 写成 
5 (OR’) 一 一 3pR’, (8.2.99 

iy Hi Sp REAR AG OT Ag BI Sp Og 2 RB -> FA Wty p 
<p. WRAP RE AO SE. Oe Bo A ST E - A H 
(8. 2. 9) ch Re! 

Py Ro = const... (8.2.10) 
Ie dil Az AY OOK BY Se BE Se PE. PPA C8. 2. 10K 
ny AT oh ee HA KS. 如果 介 质 是 相对 论 性 有 的. 即 
粒子 热 动 能 大 于 静 能 . 则 有 p 一 p13. 这 种 介质 统称 为 辆 射 ， 这 时 
HY (8. 2.9) 式 解 得 

pa Rt = const.. (8. 2. 119 
mR, SEY TT SC RR A GE Y Y D 
PEH 3K 背景 光子 ， 它 与 实物 之 比 为 


Pom i Pox ~~ 107 ~ LO, (8. 2.12) 
SEIN C8. 2.1008. 2.11 看 出 ， 
PH /PE OR, (8.23, 139 
TARIE EIR. ADR A AR A. E 
到 | > 
R/R, = 10 +~ 10%, (8. 2.14) 


则 会 有 py Dor MEERES ELAI AEN. BEE RS 
的 膨胀 过 程 时 条 用 (8. 21D SORE. RILA E LET FE 
全 讨 程 的 动力 学 规 律 


§ 8.3 FEE h dae 


MO Lavi WK T AE TAR LAT. 这 意味 
AFE SL A RR TG GBR AY» tL of A JPR AY a 
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实际 宇宙 只 有 - :个 . 它 属 于 哪 一 种 可 能 。 这 是 一 个 只 能 由 实践 来 
回答 的 问题 .难以 直接 测 其 ,可 是 动力 学 方程 把 它 与 其 他 可 观 潮 
量 联 系 广 起 米 . 因此 它 可 由 其 他 二 的 测量 来 推断 . 

Ca) A 38 Op Se ae as 

FRE XW R/R SR ALE BAK UE | CESE 
BS ELA ARS Sh A, 基本 方程 (8. 2. 6) 式 可 改写 作 


k= | ee 一 天 ?| Re 一 EOR ep == Pe) (8.3.1) 
其 中 | 
p. = 3H? /8nG (8. 3. 2) 
称 作 临 界 密 度 . CAAA He He tE. MEM HY, 值 算出 
今天 的 临界 密度 为 
po = (0.47 ~ 1.88) X 1072 kg/m’, (8. 3.3) 


由 (8. 3. 1) 看 出 ,的 符号 取决 于 实际 密度 p 和 临界 密度 o. 的 相对 
大 小 ,定义 两 者 之 比 为 2， 
= pipa (8. 3.4) 
我 们 以 后 将 称 它 为 字 宙 学 密度 .的 符号 的 判 据 可 表述 为 
F O>, Mez>o, 
#2=1, 则 点 一 0， 《8. 3.5) 
ERZI, Meco. 
使 用 这 判 据 的 困难 在 于 字 宙 实际 密度 的 测定 . 
春 宇 宙 中 的 物质 主要 地 表现 为 发 光 的 星系 , 那 宇 宙 平 均 密 度 
的 测定 相对 不 难 . 用 只 表示 ,结果 是 
Na = 0. 007. (8. 3. 6) 
但 是 ,天 文 测量 已 清楚 表明 , 宇 害 中 不 发 光 的 暗物质 的 总 量 远 远 地 
超过 发 光 物 质 的 总 量 . 暗物质 问题 作为 专题 ,我 们 将 在 § 8. 12 中 
讨论 . 现在 限于 指出 --: 些 结果 . 当 以 星系 团 为 基本 单元 , 测 得 的 
宇宙 平均 密度 是 
Qa = 0.2 士 0.1， (8. 3.7) 
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dat AL AE TEA k OR IS AA FE E OR TTY a E E 
上 述 测 基 中 是 测 不 到 的 : 只 有 宇宙 学 尺度 的 测 址 才能 发 现 它们 ， 
并 知道 它 的 总 量 . 现 有 的 试探 性 测定 表 胡 ,把 一 切 计 在 内 ,宇宙 加 
密度 很 吓 能 显著 地 超过 (8. 3.7) 所 示 .如 值 接 近 或 略 超 过 1 部 十 
可 能 的 . 按 已 有 的 各 种 测 蔓 ,我们 只 能 得 到 一 个 范围 , 印 
Q, 2 <0 M@, <0 2. (8. 3. 8) 

由 此 看 到 DPR Rp By JR BY) BS ted A a AS RB AB ET F 
‘em HOS TF FETE h EB . 

Ch > H RE RE hE 

TERRES ARARE, ,因而 A ORE TE. 通 贡 用 无 
量 纲 基 


q 一 一 RR/R? (8. 3. 9) 
来 描述 膨胀 的 减速 . 它 是 一 个 正 数 . 考虑 到 晚近 期 宇宙 以 实物 为 
FE p=0 FRACS. 2. 49, PR A CS. 2. 6), 可 导出 
k = H'R Cq — 1). (8. 3. 10) 
这 样 我 们 浆 有 了 一 全 判断 曲率 的 方法 , 即 go 一 1/2 表明 宇宙 是 平 
坦 的 ;而 qo 大 于 或 小 二 172 则 分 别 表 明 宇 宙 是 正 曲 率 或 负 曲 率 
的 . 
事实 上 ,宇宙 减速 参数 的 测定 世 有 重 二 困难 . 各 种 推断 给 出 
的 范围 古 
ai 一 1.0 士 0.8. (8.3.11 
失实 物 为 主 宇宙 的 动力 学 方程 能 导出 减速 参 基 与 宇宙 学 密度 的 关 
2g = 2. (8. 3.12) 
看 来 go 的 范围 (8. 3.11) 与 2, 的 范围 48. 3. DAI - 但 是 从 
判断 烛 率 的 正 负 性 的 角度 讲 , 问 题 的 锤 培 并 没有 改善 . 
值得 指出 , 哩 然 我 们 今天 还 不 能 对 宇 家 的 有 限 性 或 无 限 镍 和 作 
出 判断 ,但 上 面 的 分 析 已 清楚 表明 ,这 疑问 的 种 请 是 一 个 实测 各 
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各 ,任何 哲理 的 武断 部 是 没有 音义 的 ， 
88.4 宇宙 的 年 龄 


BR TE ER {tM FT FB C8. 2. GAN C8. 2. 10) 来 求解 实物 为 证 阶段 的 
RJ VATE He FREER. F- : 节 中 将 说 明 ,辐射 为 主 的 早期 
约 择 续 几 干 年 , 它 对 长 过 特 亿 年 的 宇宙 年 龊 没有 重要 贡献 . 

钱 实 于 宙 的 方法 是 从 它 的 项 状 人 迫 测 它 的 过 具 . 因 此 今天 的 状 
况 起 着 初 笨 件 的 作用 , 它 旦 可 由 实测 定 出 的 ,方程 (8. 2. pR k 
不 是 起 接 可 观测 晤 ,让 我 们 把 它 化 掉 . 先 把 这 方程 式 用 于 今天 .得 
出 

BnG 


HR, = To RE — k, (8.4.1) 


FRE CS. 2. 6)-5 C8. 4. 1) 相 减 , 以 消 掉 关 .整理 后 得 到 | 


| Se], (8.4.2) 


可 以 任意 地 归 一 ,我 们 把 R/R 当 - -个 宗 量 来 处 理 .这 宗 量 
在 今天 的 值 星 1.58.4.2) 式 是 它 随时 间 变 化 的 微分 方程 . 


方程 (8. 4. DAT Rw. CE 
RR, | oO 1 — 1/3 
i= Hf | ] — 2g + dar. (8, 4, 3) 


“UR SS EPR Ry 1 PY ee a Sa ES. 由 此 看 出 , 若 实 
Wet Ho A On, MERER o 可 以 算出 . 让 我 们 过 论 志 对 OO, 
的 依赖 关系 . 

Ca) =l 的 情形 

这 时 积 出 的 Re RE 


5 , (8.4.4) 


R, | | 
相 谋 的 曲线 示 于 图 8.1. 这 情况 下 宇宙 将 永远 脱 胀 . 今 R/R l, 
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Raed 
R. 


图 3.1 “Fri ay E at EE 


得 出 今天 的 年 龄 为 
th = te (8. 4.5) 


(b) Mol 友 O.<01 的 情形 

AERE HI A Be A 
i2, . 

2, — 1) 一 本 ycOS 


E 1 
,— 1 


t= H; | ~ — 20 — 1/0,)R/R,) 


(0,R/R, — (2, — DR/R, YY |, 当 h> 1; 
(8. 4. 6) 


— 2 


ze 二 个 ymcosh "Cl — 2(] — lIR/AR,) 
应 


:一 He'| 
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+ FH (R/R, +a — QV R/R)?)"” ], “OO, 一】 
总 


(8.4.7) 
7A YY BHR LABEA yE 8. 1. 有 一 点 值得 注意 ,在 1 的 情形 
下 ,当时 间 达 到 t= We (n/2—1) ROSAS. 棚 大 尺度 为 

R man = Poa ’ C8. 4.8) 
EE "ERS PS re a, BIA RF H BK: YB te BY . 
这 两 种 情况 下 的 宇宙 年 龄 公 让 为 


i 2 l 
to = HE eq, me (2/0, D — a h 


ai 


2 OQ, > 1; (8.4.9) 


— 一 1 一 2, 一 1 — i 
t, = H; Es — nmzeosh €2/22, 1> + T a |: 


4, <1, (8. 4,103 
于 面 , 让 我 们 对 宇宙 年 龄 进 -- 步 作 些 讨论 . JS PTE F 
年 龄 公式 统一 地 写成 

fo = Hy I ORD. (8.4.11>3 
与 上 上面 对照 ,fC0。) 的 含义 是 自明 的 ,这 样 明 显 地 示 出 ,宇宙 年 龄 
ERF 右 ,的 倒数 ,比例 因子 与 0, 有关 . 图 8.2 Mth fix A Be 
2, 的 变化 . 由 图 看 出 ,Ha?! EEA ER. Ee et A 

的 依赖 不 很 敏感 .从 Fs 和 OQ 的 实测 值 推出 
fo = (0.6~ 1.7) X 10" a, (8.4.12) 
这 就 是 宇宙 年 龄 的 理论 鹤 断 值 . 问题 在 于 如 何 用 实测 来 检验 它 . 
宇宙 年 龄 没有 办 法 直接 测量 , 检验 它 的 原理 是 这 样 的 . 车 某 
天 体 诞 生 于 时 刻 , 那 么 它 在 今天 的 年 龄 为 r= 一 tt. 显然 引申 
出 的 推论 有 两 个 :(1) 任 何 天 体 的 年 龄 + 均 应 小 于 宇 宙 年龄 to; (2》 
奉 访 天体 放生 很 早 , 即 很 十 老 , 凡 至 如 远大 于 后 , 则 = 是 宇宙 年 龄 
的 好 的 近似 . 这 样 ,利用 有 些 古 老 天 体 的 年 龄 可 以 测定 ,宇宙 年 龄 
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的 一 个 好 的 近似 值 是 可 以 由 实测 给 出 的 - 

现在 锌 用 于 推断 宇宙 年 龄 的 古老 天 性 是 嫂 状 星团 . 球状 星团 
的 年 龄 是 由 它 内 部 的 恒星 组 分 来 推断 的 . 它 与 宇宙 学 理论 毫 无 关 
系 .许多 不 同 测量 得 出 的 值 弥散 在 150 士 30 亿 年 的 范围 内 . ES 
宇宙 年 龄 的 理论 值 完 全 相 洽 . 这 当然 对 宇宙 学 理论 是 一 个 重要 支 
YY. 值得 注意 的 是 理论 值 和 实测 值 中 都 还 有 较 大 的 不 确定 性 , 沽 
WOR FIP RAY. 用 更 准确 的 实测 值 来 作 进一步 的 检验 是 
十 分 需要 的 . 这 方面 的 研究 现状 在 后 面 还 会 谈 到 . 无 论 如 和 何 ,在 
现 有 的 水 平 上 我 们 可 以 粗略 地 讲 , 宇 宙 年 龄 是 在 100 亿 年 至 200 
亿 年 之 间 、 
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$8.5 辐射 为 主 的 早期 宇宙 


§ 8.2 中 曾 指 出 , 当 RG/Ro 二 10 1107, 辐射 物 质 是 宇 窗 
介质 中 的 主要 组 分 . 用 上 上 节 解 出 的 ROC 例如 用 式 (8.4.4)) 易 于 
THR XBT eyes ULB -万 年 BUF RSET eS 
A PR A a AT A. 

EHA A Bf Be FR BY Sy AB By. OF EE 

my 12 个 量 级 以 上 . a eit 7 BR. BAWABA 
HJE RE, MATT Se HA Er ak te Sy a ES E h PA OE T 
HE). ORF H H A By Fe REE Sah Pg HO fd GE AY Td SS 
Bt a lo] BEY SEAN AS. 这 和 问题 我 们 将 在 3 8.13 中 讨论 . 
现在 限于 指出 ;结构 的 形成 不 过 是 物质 局 域 结 团 的 表现 . 因此 , 结 
团 发 生 之 前 的 宇宙 是 由 只 带 微小 密度 起 伏 的 均匀 气体 组 成 的 , 早 
期 宇宙 的 面貌 比 现在 要 简单 . 但 是 早期 军 审 的 演化 却 有 它 独特 的 
丰富 性 和 复杂 性 .- 

热 平 衔 的 均 习 气体 有 了 兢 定 的 温度 ,气体 的 绝热 脱 版 是 要 降温 
HJ- 因此 早期 宇 窑 的 膨胀 这 程 是 一 个 剧烈 的 降温 过 程 . 时 间 越 
早 , 这 气体 的 温度 越 高 . 而 高 温 气 体 中 微观 粒子 的 热 碰 挤 是 可 能 
改变 介质 的 宏观 性 质 的 . 让 我 们 在 展开 这 讨论 之 前 , 先 为 它 作 一 
JHE HES . 

讲 早期 宇宙 以 辐射 为 主 , 这 辐射 指 的 不 仅 是 光子 , 它 应 包括 所 
ASAIO BREN RS. 例如 电子 的 静 质 量 为 0.5 MeV. “418 
度 超过 10"K ,气体 粒子 的 平均 热 动 能 x 本 超过 了 1 MeV, 所 以 电 
子 的 静 质 量 也 9 吕 知 格 不 计 .这 就 是 说 ,电子 也 可 被 看 作 辐 射 组 
分 .这 时 气体 粒子 的 热 碰 撞 能 容易 地 产生 正人 负电 了 对 . 在 产生 和 
漂 火 的 统计 平衡 下 , 正 负 电子 与 光子 一 样 , 一 定 也 是 气体 中 大 量 存 
在 的 主要 组 和 分. HRE RE 10° K 以 下 , 央 热 动能 和 不够 .通过 热 磁 
撞 产 生 正 负电 子 对 的 几率 渐 趋 于 零 . 于 是 , 正 负 电子 将 大 量 地 通 
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WC TAA) MT Se 1A oP BY EAS}. 这 样 的 论据 说 明 , 当 
宇宙 温度 为 了 时 ,介质 主要 是 由 静 能 me “NPAT a — 
成 的 . 它们 都 统称 为 辐射 . 为 了 讨论 的 方便 ,下 面 我 们 将 采用 <c 一 
k=h=1 的 自然 单位 制 .由 这样 , 静 能 小 于 热 动能 表 成 mT, A 
蔓 、. 能 共和 温度 将 都 用 eV 量度 . 

现在 我 们 来 分 析 辐 射 气体 的 热 性 质 . 忽略 了 粒子 的 静 质 量 ， 
不 同 组 分 粒子 可 分 为 两 大 类 . 一 类 是 白 旋 为 整数 的 粒子 , 它 服 从 
Et. 一 类 是 自 旋 为 半 整 数 的 粒子 , 它 服 从 费 米 统计 . BE 
所 或 亦 米 统计 条 出 作 一 组 分 的 质量 密度 和 粒子 数 窗 度 对 温度 的 依 
RA ABA 


g 

soNeT, AEAT: (8.5.1) 
P 一 z 9 

0 NT 对 费 米 粒子 ， (8.5.2) 

Al 

SQ nr, 对 玻 色 粒子 ; (8. 5. 3) 
yo = 

Dans, 对 费 米粒 子 ， (8. 5. 4) 


其 中 St3)=1. 202 +--+ fi Se Ht A 3 ay ae E PA RIE Na A NF 分 别 
代表 上 自 放 自由 上 度数. 此 强 对 密度 的 关系 都 是 


T 这 里 和 以 后 的 计算 者 采用 宁 宙 学 的 自然 单 倍 制 在 一 :一 二 一 1 并 把 有 关 物 理 基 
mA eve TROBE. 固 际 单 位 制 与 它 的 其 系 是 

时 间 i s=1. 523X104 GeV |. 

EE 1m5 007X105GeWw-!, 

RE 1kg 一 5. 6lx l0 GeV, 

HE 1 K=8. 652x107 GeV, 
其 中 1GeV=10° eV. Ri Apa aH G=. x10 i Gey 通常 定义 


Me = 一 上 - 1,22 “ 101" GeV 


CG 
Aa BM oe . 
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P= #/3. (8.5.5) 
x Hee AHIR T AR EEE eR . 
把 (8.5.1 8.5. 2-58. 2. LL RAR HG 
R -T = const.. (8. 5. 6) 
这 说 明 早期 宇宙 气体 的 温度 随 R 的 增 大 而 反比 地 降低 . 大 此 我 
们 可 以 借助 基本 动力 学 方程 来 求解 宇 守 温 度 工 随时 间 的 变化 . 
把 方程 (8. 2. 6) 用 于 今天 ,其 中 密度 项 与 曲率 项 是 间 量 级 的 . 
但 是 两 者 随 R 下 降 的 车 次 却 不 同 . 因此 外 推 到 早期 ,曲率 项 必 远 
小 于 密度 项 ,而 可 以 忽略 不 计 . 这 意味 着 ， 早期 宇 盏 空间 总 是 很 接 
近 平 坦 的 。 于 是 方程 (8. 2. 6) 简 化 为 
STC oR’. (8.5.7) 
利用 (8 ， 5. 6) ,并 代入 和 窗 度 与 温度 的 关系 (8. 5. 3 及 8. 5.4) ,我 们 得 
到 和 宇宙 温度 的 演化 方程 


Rè 一 


= 一 - [EY] Pps, (8. 5. 8) 
其 中 
N 一 ee 十 7NeAR (8.5.9) 
PKS) mi AA RE. 定义 了 = ce 时 为 t 一 0， 易 于 解 得 
T = CN- 2 (8. 5. 10) 


SEP C= 45/1600. BARRA. AR MeV 为 单位 ,t 取 秒 为 
单位 , 则 C=1. 56. 由 粒子 物理 知道 ,在 早期 宇宙 的 条 件 下 ,六 一 10 
一 100, 因 此 CN 的 值 很 接近 于 1. 

让 我 们 对 早期 宇宙 状况 建立 一 些 数量 的 概念 . 当 +<<10-12s， 
fii T>10° GeV. 注意 .这 是 粒子 物理 的 能 有 量 范围 . 因此 在 这 
种 时 刻 前 后 , 宇 密 介质 中 的 热 辜 撞 过 程 全 是 粒子 物理 过 程 . 当 宇 
宙 演 化 到 :上 一 1s, 估 出 工 一 1MeV. 这 是 核 物 理 的 能 量 范 围 . EEE 
宙 介 质 中 将 开始 发 生 核 物理 过 程 ， 当 降温 至 了 二 1leV ,宇宙 年 齿 
为 10 ss,* 即 约 一 万 年 . 这 以 后 介质 中 将 发 生 的 是 原子 物理 过 程 . 
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这 样 看 来 ,早期 宇宙 的 整体 结构 虽然 非常 简单 ,但 是 它 的 演化 
过 程 却 列 合 着 非常 丰富 的 物理 内 涵 . 重要 的 问题 是 能 否 找 到 证 
据 , 表 明 这 些 过 程 确 实 发 生 过 . 我 们 下 面 将 逐 节 讨 论 各 个 有 关 同 
题 . 其 中 背景 辐射 的 发 现 是 第 一 个 证 据 , 证 明了 上 述 关 于 宇宙 于 
期 演化 的 理论 推断 是 符合 事实 的 - 


88.6 ARH 


我 们 知道 ,质子 和 电子 结合 成 气 原 子 时 放出 13. 6 eV 的 结合 
能 . 反之 ,能 量 超 过 13. 6 eV 的 光子 与 氮 原 子 相 碰 ,会 使 氧 原 子 电 
离 . 所 以 , 当 字 罕 介 质 中 能 量 超 过 13. 6 eV 的 光子 太 多 ,介质 中 不 
会 有 中 性 氨 原 子 , 它 们 只 能 以 电离 状态 存在 . 

把 这 机 制 用 于 早期 宇宙 ,算出 温度 在 4000 K 以 上 ,宇宙 气体 
-一定 是 电离 的 . 电离 气体 的 基本 组 分 是 离子 和 自由 电子 . 可 是 在 
热平衡 的 电离 气体 中 ,满足 普 朗 克 分 布 的 光子 气体 也 是 一 定 存 在 
的 . 当 温 度 降 至 4000 K 以 下 ,离子 易 与 电子 结 成 中 性 原子 ,而 中 
性 原子 被 光子 电离 的 几率 已 极 微小 . 于 是 气体 从 等 离子 态 相 变 到 
了 以 中 性 原子 为 主 的 状态 . 光子 在 电离 气体 中 闫 繁 地 与 带电 粒子 
相 碰 撞 , 即 飞行 自由 程 很 短 . 在 稀薄 的 中 性 原子 气体 中 ,光子 被 吸 
收 的 几率 极 微小 ; 即 自 由 程 变 得 极 长 . 因此 在 相 变 后 ,原来 存在 的 
光子 气体 变 成 无 碰撞 组 分 而 永远 存留 了 下 来 。 这 就 是 所 谓 的 彰 景 
辐射 场 . 

既然 理论 上 预言 应 有 背景 辐射 场 存留 至 今 , 这 就 有 了 实测 检 
验 的 可 能 . 问题 在 于 它 的 可 观测 性 质 是 什么 . 背景 辐射 场 的 主要 
观测 特征 有 三 点 : (1) 它 应 高 度 地 各 向 同性 ,这 是 早期 宇宙 高 度 均 
名 性 的 反映 ;(2) 它 的 频谱 应 符合 普 朗 克 公 式 ,这 是 早期 宇宙 高 度 
热平衡 的 反映 ;(3) 它 的 温度 应 在 10 K 以 下 ,这 是 它 从 形成 至 今 
长 期 降温 的 结果 . 这 些 特征 是 足以 把 它 与 米 自 其 他 天 体 的 辐射 相 
区 别 开 的 ， 
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由 维 思 位 移 定律 知 , 温 度 在 10 K 以 下 的 热 辐射 主要 在 微波 
波段 ,因此 须 用 适当 的 射电 天 线 或 微波 辑 射 计 来 接收 . 1965 年 , 正 
当 普 林 斯 顿 大 学 的 天 体 物 理学 家 迪克 (Dicke) 等 人 为 寻找 这 信号 
和 准备 仪器 时 ,贝尔 电话 实验 室 AY eS Fr Bay He (Penzias) A BR Zi ph 
(Wilsom) 却 抢先 发 现 了 它 . ROH ATE Ae E E 
用 的 一 个 天 线 . 习惯 上 ,天 线 嗓 声 强度 用 同 频 率 下 的 等 效 黑体 辐 
射 温度 撕 述 . 他 们 测 到 的 曲 声 温度 为 

TC) = (4.4 + 2. 3sec#K, (8. 6. 1) 
HP ORRRS AIA A . 他 们 知道 , 式 中 第 二 项 起 因 于 大 气 
辐射 ,第 “项 中 有 0.9 K 来 自 天 线 欧 姆 损耗 和 地 球 的 辐射 . 这 样 
还 有 3.5 K RRS US A. 天 线 的 不 明 噪 声 在 贝尔 实验 室 是 
个 老 问 题 . 但 吓 这 次 豆 齐 阿 斯 和 威 尔 孙 对 它 进行 了 认真 的 分 析 . 
他 们 用 很 大 的 努力 排除 了 它 来 自 天 线 自 刘 的 订 能 ,从 而 肯定 了 它 
是 一 个 来 自 地 球 之 外 的 未 知 信号 ,信号 源 的 温度 为 3. 5 K. 他 们 
就 这 样 完 成 了 一 个 伟大 的 发 现 ,但 却 并 不 知道 所 发 现 的 是 什么 信 
号 . 普林斯顿 太 学 的 天 体 物 理学 家 们 得 知 这 发 现 后 ,立即 想到 它 
可 能 正 是 他 们 准备 寻找 的 早期 宇宙 的 遗迹 。 随 后 ,这 信号 的 发 现 和 
理论 解释 问 时 发 表 了 . 接着 若干 天 文学 家 用 不 同 频 率 作 了 重复 探 
W. 他 们 也 都 得 到 了 和 定 的 结果 , 且 定 出 相 接近 的 辐射 温度 .于 
是 背景 辐射 场 的 被 发 现 得 到 了 学 术 界 的 公认 . 

彭 齐 珂 斯 和 威 尔 孙 最 初 用 4080 MHz 的 天 线 所 接受 到 的 信号 
锌 证 认 是 育 景 辐射 ,主要 是 因为 它 具 有 上 述 第 一 和 第 三 个 特征 . 
要 核验 第 二 个 特征 , 即 频 谱 满 足 普 朗 克 公式 , 须 在 波长 为 lmm 上 
下 作 全 面 的 测量 . 为 此 ,人 人 和 们 在 后 来 的 二 十 多 年 中 作 了 很 大 的 努 
力 .可 是 由 于 地 面 的 测量 受 大 气 窗 口 的 限制 ,所 以 长 期 以 来 一 直 
没有 明确 的 结果 : 最 后 是 由 * 衬 宙 背 最 探测 者 ”卫星 在 1990 年 完 
ETATE. 图 8.3 示 出 了 它 测 得 的 频谱 , 图 中 的 小 方块 代表 
实测 值 及 其 误差 ,曲线 代表 用 普 朗 克 公 式 拟 合 的 结果 . 从 这 结果 
看 出 ,实际 颗 谱 是 高 度 符 合 普 阅 克 定 律 的 . 相应 定 出 背景 辐射 温 
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背景 辐射 的 实测 研究 的 主要 成 就 是 证 实 了 大 爆炸 宇宙 学 的 基 
本 思想 . ERS PRR RRR HHO AES 
兽 在 4000 K 以 上 . 这 无 疑 是 宇宙 学 的 突破 性 的 进展 . COM 
尝 的 另 .一 个 重要 贡献 是 定量 地 检验 了 宇宙 学 原理 ,并 发 现 了 结构 
形成 的 种 子 . 

$ 8. 1 中 己 讲 到 ,宇宙 学 原理 是 一 个 基本 理论 假设 . 由 于 今 
天 的 宇宙 物质 已 显著 地 结 团 , 它 的 密度 不 可 能 完全 的 本 ， AIE. ti 
出 发 生前 的 宇宙 在 多 天 程度 上 是 均匀 的 ,这 是 检验 宇宙 学 原理 的 
重要 问题 . 如 果 早 期 宁 宙 中 有 密度 的 不 均匀 性 ,背景 辐射 中 应 各 
现 为 温度 的 四 极 各 向 异性 . KYM REAR Bel E 
性 ,表明 年 龄 为 几 千 年 时 的 宇宙 确 是 高 度 地 均匀 的 . 这 对 宇宙 等 
原理 是 强烈 的 支持 . 但 是 从 结构 形成 的 角度 讲 , 量 级 为 10 至 
10-* 的 温度 各 向 异性 是 必须 存在 的 . 否则 今天 已 形成 的 物质 结 所 
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将 无 法 解释 . SL. RH LEZ 1992 年 才 测 到 了 
这 温度 和 的 四 极 各 | 加 异性 - 以 10" 为 单元 内 的 宇宙 平均 值 为 


AT 
a = 5 o, C8. 6. 2) 


Ha we FEE Br. 3 ORD Ag Se BE A RT AS Bog EG 10 te AE aK o 
i f2— “TP ER ESA. OY ai E EEA A, TE H P 
TAER A OT a E ERTE. 另 -… 方 面 , 它 
ne te HH 9 2 Pe a PE r RRO. 这 问题 在 
$ 8. 1S Pin IC E. 

fae ie E m ta SS i BE A] AR ES W A E 
AJL FARR ARES Ac. RARE 
了 大 们 去 探索 更 早 发 生 这 的 过程 . 其 中 最 深入 地 被 研究 过 的 是 年 
Be 为 3 min 前 打发 生 的 原初 原子 核 的 合成 过 程 . 


3 8.7 原初 核 合成 问题 


当年 龄 为 1s ,宇宙 温度 为 1MeV( 即 10°K). 这 时 介质 中 的 热 
WE fa E AK BE. A E PAREA ETTE. 当时 
介质 的 主要 组 分 是 正 负 电子 . 正 反 中 微 子 和 光子 . 核子 5 即 质 子 和 - 
HIE of) St PR) SS A bsp BY SR SEE DE 
2 dé 107" 10". AEE A AO eR RY 
但 是 对 本 节 要 讨论 的 核 合 成 过 程 讲 ,; 质 子 和 中 子 正 是 问题 的 主 
44. 
质子 和 中 子 能 结合 成 最 简单 的 原子 核 乞 <(D), 并 放出 
2.2 MeV 的 结合 能 . 反之 ,能 量 超过 2. 2 MeV 的 光子 与 气相 碰 
撞 , 会 把 气 解 离 成 质 手 和 中 子 . 内 此 ,和 气 的 大 量 产 生 作 为 核 合成 这 
程 的 第 - ~- 步 , 须 等 到 宇宙 年 龄 为 3min. 这 时 温度 已 降 至 0, 1 MeV, 
PEO EO ELISE CATE 
TRA 86 & A REMI ae OR RE RRR EH 3 和 
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4 HE Tm). He 和 *He. HFRS RADREERTEA 5 的 稳定 
% ,连锁 反应 链 中 斯 了 . 所 以 ,原初 核 合 成 阶段 最 主要 的 产物 是 
‘He. 其 次 是 连锁 反应 中 残留 的 D 和 ?He(T 最 后 也 衰变 成 "Tie) :其 
yr Behe ey th He fk 4 PRR. 量 后 还 能 合成 的 是 徽记 的 1, 其 莹 
密度 约 比 :He fe 8 THER. 到 宇宙 年 龄 为 半 小 时 .温度 降 到 了 
10 keV. 这 热 动 能 已 不 足以 引起 热 核 反应 . 于 是 ,原初 核 合成 阶 
段 结 束 了 ,已 形成 的 原子 核 存留 了 下 来 

人 们 和 希 引 确 切 算出 这 阶段 中 每 一 种 核 的 产 额 ,以 便 定 基地 由 
实测 来 检验 。 这 在 理论 上 没有 原则 性 困难 .当时 可 能 发 生 的 核 反 
应 有 哪些 是 清楚 的 ,每 种 核反应 的 截面 可 由 实验 测定 ,气体 温度 的 
变化 过 程 已 由 宇宙 学 模型 提供 ,所 以 算出 产 额 足 直 规 卫 当 的 事 . 
当然 计算 会 十 分 繁复 . 计算 结果 依赖 一 个 我 们 并 不 确切 刊 站 的 参 
基 , 它 是 核子 与 光子 数 之 比 了 理论 上 只 能 把 它 当 自由 输入 参量 ， 
即 计算 产 额 对 7 的 依 束 关系 .图 8.4 中 以 曲线 形式 示 出 了 这 种 计 
算 的 结果 . 这 里 :He 的 产 额 用 其 丰 度 Y, 表示 . 丰 度 指 它 在 混合 
气体 中 的 质量 百分比 .DD,*He 和 ?Li AY PER vey 和 yi 表示 .> 
定义 为 该 核 与 氢 核 的 数 密度 比 . 

原初 核 合 成 的 理论 结果 很 确定 ,但是 理论 的 实测 榨 验 却 有 一 - 
个 重大 困难 . 理论 算出 的 是 核 全 成 刚 结 束 时 的 原初 元 素 丰 度 , 而 
实测 的 却 是 百 亿 年 后 的 丰 度 . 两 者 并 不 能 直接 比较 . 在 这 百 亿 年 
中 ,恒星 的 形成 .演化 和 死亡 是 改变 了 元 囊 丰 度 的 . 因此 ,为 与 理 
论 结 果 能 相 比 ,必须 从 实测 值 中 扣除 恒星 过 程 的 影响 ,但 这 是 一 个 
十 分 研 难 的 任务 . 无 论 如 何 ; 从 70 年代 以 来 ,人 们 陆续 找到 了 一 
些 由 实测 值 推 断 原初 值 的 方法 ,从 而 使 理论 得 到 了 初步 检验 . 

ERRAR, He 的 丰 度 仅 次 于 和 氨 , 所 以 在 很 多 天 体 中 可 测定 
THER. 为 减少 恒星 演化 的 影响 ,人 们 着 意 对 许多 十 老 的 订 外 
HI 区 测定 了 氨 的 丰 度 ,以 及 氧 . 氮 . 碳 的 丰 度 . FA Re 
恒星 过 程 产生 的 元 素 , 因 此 可 作为 恒星 影响 程度 的 代表 . 统计 地 
DEY, GABA Yo. Yn 或 Ye 的 减 小 而 减 小 . 分 析 了 氨 与 它们 的 丰 度 
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ae A i AT H ` 


5 ea HOLGA WEH HE 


HE, EHX MOGI AMER Yo Ys 或 Ye RFE. VEA 
氨 丰 度 可 认为 是 Y, 的 原初 值 . 用 这 方法 定 出 的 原初 氨 丰 度 
Yo = 0.23 士 0.01. (8.7.1) 
D 与 "He H9 +E BEAR, AT) HSE RHE RR EM. 考虑 到 恒星 
ish PRE ERE 7099 «(SE SH) R EE THRE. 由 此 得 
出 172 原初 值 和 的 下 上限 
Yop D> te — 1.8 XxX 10 5 (8.7.2) 


‘He REM (ee RAS. ATEH AY A EE AA 
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wep Tie, Mm IT “He WEE. (ETE ART Pe e A H 
#E"He 的 . 采用 异性 的 一 代 形 成 近似 ;我 们 有 
Va f Ya t+ oO] — Fl + aa dpe (8.7.3) 
其 中 f PSMA TAA Ace Be IM aor a Aart. He 
经 计 恒 是 过 程 后 的 残存 举 . 用 恒星 演化 理论 叮 估 算出 gg wae 
1/4 4901/2 的 范围 内 .我 们 衬 全 地 用 gg 六 174. TA POEL fieh A 
用 a2 = dya ATTA CS. 7. 3 进一步 导出 一 个 与 /无关 的 人 不等式. 
:是 可 由 实测 定 册 Yet yop BY FER 
Yap + yy yy 1.0 XxX 100%. (8.7.4) 
KL. AG A 80 (A BIE) REPS hea Bi Re ES 
是 有 很 接近 的 锂 丰 度 , 且 有 埋 由 认为 它 是 原初 的 . Oe a ee 
出 
wa = (1.0~1.4) x 10 ". (8.7.5) 
Aree EERE R, FRI RRB ER FRI Ka BIE Ee 
Ay Redo 三. 
把 实测 推 斯 的 原初 值 也 夯 入 图 8. 4 FR pe BL a 
28x 10°. 7e40xK 10", (8. 7. 6) 
TU PSY BS BE ee SE O° aE ge SS FP. RO SSE 
很 大 的 鼓舞 . 但 是 值得 我 们 注意 ,这 种 检验 是 初步 的 .里面 还 包 
含 着 很 多 和 争议. 最终 结论 的 得 出 还 有 待 进 一 步 的 工作 . RP 
核 舍 成 理论 得 到 让 实 , 则 表明 我 们 可 以 从 理论 上 追 滁 到 宇宙 年 龄 
仅 为 1s, 面 所 得 到 的 结果 依然 可 靠 . 这 意 六 的 重大 是 不 言 而 喻 的 


宇宙 核 合成 理论 的 实测 检验 还 有 一 个 十 分 重要 的 融 产 品 * 吕 | 
在 理论 和 实测 的 对 比 中 我 们 能 定 出 核 了 与 光子 的 数 密度 之 比 六 
光子 数 密 放 是 可 由 温度 推出 的 . 这 样 ,我 们 就 可 以 导出 年 宙 中 的 
BTR. 这 个 熏 是 至 今 无 法 由 细 的 方法 得 到 的 . 者 接受 初步 
结果 (8.7.5), 则 推出 今天 的 核 和 子 物 质 平均 密度 与 临界 密度 之 比 为 
A, — 0.02 ~ 0. 10. (8. 7. 6) 
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ARA ee MZ CI RA AR Se EREZA. H 
ZF it HH 8 ee k EY. BS CBR Ys (2) 如 果实 测 的 暗 
$y Wot E Oe AE eH PA RR a EB Re 
成 的 . ok PCT OAS ee AE BO A EE. 我 们 将 存 
88.12 和 8.13 中 再 深入 讨论 这 个 问题 、 


$8.8 正 反 物质 的 不 对 称 问 题 


本 节 计 论 一 个 基本 的 宇宙 学 问题 :为 什么 我 们 周围 的 物质 都 
由 质 笠 .中 子 和 电子 组 成 ,而 由 到 质子 . 反 中 子 和 正 电 子 组 成 的 反 
物质 却 不 存在 . 下 面 将 看 到 ,这 问题 与 宇宙 的 甚 早 期 深化 有 关 ， 

首先 让 我 们 考虑 ,是 否 有 确切 证 据 能 表明 宇宙 中 物质 和 反 物 
质 是 显著 地 不 等 量 的 . 

由 于 反光 子 与 光子 是 没有 区 列 的 ,所 以 当 我 们 限于 观测 电磁 
辐射 .这 辐射 来 自由 物质 组 成 的 星系 或 由 反 物 质 组 成 的 星系 是 不 
能 区 分 的 . 因此 要 证 明 远 处 星系 并 不 由 上 反 物 质 组 成 ;我们 只 能 找 
间接 的 办 法 . 我 们 知道 ,星系 之 间 是 弥漫 着 稀薄 气体 的 . 所 以 , 若 
既 存 在 物质 星系 也 存在 反 物 质 星系 , 刚 在 正 反 物质 的 交界 处 必 会 
有 正 反 和 粒子 的 淹 灭 辐射 出 现 . 当 探 测 不 到 削 灭 辐射 ,这 就 成 了 没 
有 反 物 质 星 系 存 在 的 证 据 . 按 这 道理 ,人 人们 己 用 观测 证 实 , 在 我 们 
AH 10MPpe 的 范围 内 没有 反 物 质 星 系 存 在 . 皇 于 更 远 的 星系 是 
和 否 由 肥 物 质 组 成 ,我 们 还 没有 实测 信息 ,但 却 有 很 强 的 理论 根据 对 
此 作 否 定 的 回答 ， 

从 物理 的 角度 ,已 知 的 长 程 作用 只 有 引力 和 电磁 力 , 得 它们 都 
不 能 使 粒子 和 反 粒 子 发 生 太 尺度 的 分 离 . 因此 ,在 10 Mpe 的 范 
围 内 没有 上 反 物 质 屋 系 存在 .已 构成 很 强 的 理由 ,说 明 全 宇宙 不 会 有 
反 物 质 星 系 存 在 . 这 样 就 值得 认真 考虑 ,为 什么 宇宙 中 正 反 物质 
会 是 不 对 称 的 . 

这 问题 使 理论 家 感到 棘手 的 原 国 与 粒子 物理 中 的 一 茶 经 验 规 
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律 即 重子 数 守恒 定律 有 关 . 重子 的 概念 是 核子 概念 的 推广 . 粒子 
物理 的 无 数 实验 表明 ,在 任何 已 知 过 程 中 ,蛋子 与 及 重子 的 粒 了 于 数 
ZARETE. 如 果 这 是 一 菜 严 格 的 物理 规律 ,者 么 今天 宇宙 
中 谎 反 核子 数 之 差 不 等 于 零 , 就 只 能 归 之 于 宇宙 的 初 条 件 , 而 不 可 
能 是 演化 的 结果 . 理论 家 难以 相信 宇宙 会 有 这 样 的 初 条 件 , 因 而 
把 这 向 题 称 作 正 反 物质 不 对 称 疑 难 . 

把 问题 定量 化 ,需要 回答 的 是 ,为 什么 核 全 或 时 期 的 核 竹 与 兴 
Prz iey 为 10-* 一 10-m, 因 为 这 个 量 是 其 早期 宇宙 中 正 反 物质 
不 对 称 程度 的 反映 . 从 温度 T>] GeV 的 其 早期 看 ,重子 的 静 质 
BEDE. 正 反 重 子 能 通过 热 磁 撞 大 基 产 生 , 因 此 它们 也 都 是 
辆 射 性 的 宇宙 气体 的 主要 组 分 . 设 那 时 重子 仅 略 多 于 反 重 子 , 则 
重子 , 反 重 子 和 光子 的 数 密度 都 接近 相同 (参看 $8.5.3 和 和 3 8.5. 
D. 这 样 , 正 反 重子 的 不 对 称 度 可 表 为 


y — MR Fy — MN 
A 
Tiny Fly 


C8. 8. 1) 


考虑 到 重子 数 的 守恒 性 在 能 量 低 于 10:GeV 的 范围 内 已 为 实验 证 
实 , 即 有 


TN 一 nn Cc RF, (R. 8. 2) 
青 利 用 光子 数 密 度 的 性 质 
noo Fo R 3, €8. 8. 3) 


我 们 看 到 (8. 8. 1) 式 右边 从 那 时 以 后 一 直 是 不 变 的 . 用 原初 核 合 
成 时 期 来 估算 ,注意 到 这 时 核子 静 能 已 远大 于 热 动能 ,成 对 的 正 色 
重子 已 漂 灭 ,所 以 公式 中 的 nw 只 代表 残存 的 重子 数 密度 ,而 ng 已 
ATE. 这 样 就 说 明了 , 核 合 成 时 期 的 ?和 值 反 映 的 正 是 甚 生 期 的 
正 反 物 质 的 不 对 称 度 . 它 确 实 是 一 个 很 小 的 量 . 后 来 的 不 对 称 度 
变 为 百分之百 ; 则 是 诛 来 太 量 存在 的 正 反 重子 成 对 洒 灭 的 结果 . 
上 述 推 断 使 理论 家 猜想 ,最 初 的 宇宙 中 下 反 粒 于 可 能 荐 等 景 
的 ,由 于 某 种 尚 不 清楚 的 机 制 , 使 得 在 宇宙 其 早期 (了 六 10 GeV 
时 ?产生 了 重子 与 反 重 子 的 微小 的 不 对 称 度 4, 其 值 正 等 于 核 合 成 
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FEE BET pO PE LE biz Bay E 48 oT BR AE ES BE TR TT. 这 想法 
DB EA). ORS SPE A EIR PS EOF ed Ee ee 
HEJ. eR AE eR TT Tie Ag SE EE Se Be EE PS fT NE 
H, 

60 FIER REI BF K (Sakharov) 作出 了 一 -个 很 重要 的 论证 . 
他 指出 :从 二 及 粽子 对 称 的 原 补 宇 军 中 湾 化 出 不 对 称 , 须 具备 三 个 
tt: CL TERT RT IBA PA CDR ERR 
GE masta CP Re Ri AST: (3) Fae a a 
ERREI. AR PPO BE EE J E A Agn. SRE CRE 
COONS Se PE Eg T DR WE WY OR E T E T E A PERR al FE at at R 
ALAS IR fst. 一 旦 具备 这 三 个 条 件 , 正 反 物 质 对 称 的 宇 
官 中 部会 日 然 地 演化 出 不 对 称 . 当然 .进步 需要 的 是 定量 地 符 
BEEK. MI MORE THH AS EA. SRE RS RE CLE TS SE 
ef FALL Pai Bd EH T FE. 

70 Ef PHA. SS HL E E E AY E Bh OR RE 
SS AL SR AEN A. FER, BO Se 
mde hit Bio’ GeV 条 件 下 应 没有 区 别 . 重子 衰变 成 轻 了 ， 
从 而 破坏 重子 数 守 但 的 过 程 应 当 是 能 够 发 生 的 , 即 破坏 重 于 数 守 
恒 的 相互 作用 应 妆 是 能 存在 的 , 实验 显示 的 重子 数字 恒 律 只 是 在 
能 量 远 低 于 10 GeV 时 的 近似 规律 . 从 宇宙 学 的 角度 看 ,如 果 这 
设想 是 对 的 , 正 反 物质 的 不 对 称 性 通过 盐 早 期 演化 来 产生 的 想法 
承 有 了 实现 的 可 能 .80 年 代 初 , 曾 出 现 过 不 少 用 粒子 物理 的 天 统 

-模型 来 计算 宇宙 中 应 会 产生 的 不 对 称 度 的 尝试 . oe Be A 

ANS AGRE . 问 一 时 期 里 ,粒子 物理 实验 对 太 统 一 模型 也 并 没有 
从 出 肯定 的 交 持 . 看 来 问题 在 于 大 统 一 思想 还 没有 找到 止 确 的 理 
论 形 式 .80 年 很 末 ,人 们 意识 到 弱电 理论 中 的 真空 结构 也 会 导 
RA PRA BPI. (ERROR A SAR EM eR . 

BZ. PER HRE RA oe) POR AR. OK 
AY ME HE PEP Be oe Bar. 即 我 们 今天 还 没有 一 个 可 靠 的 超 
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高 能 物理 理论 . PRT ee. MR BU ERS. ATT RA 
把 这 问题 着 成 -个 坏 手 的 疑难 了 - 


$ 8.9” 视 界 与 平坦 性 疑难 


尽管 把 标准 宇 窗 模型 用 到 1 二 1s 开始 的 核 台 懂 过 程 念 显得 很 
成 功 ,; 但 进 人 们 发 现 : 育 这 么 简单 地 前 推 是 不 行 的 ,这 里 会 出 现 茶 
些 疑 点 很 难 解 释 . 让 我 们 讨论 -下 与 视界 和 平坦 性 有 关 扑 疑问 . 

宁 害 的 视 异 指 从 任 一 点 看 ,能 与 它 用 光 信 号 相 联 系 的 区 域 的 
边界 .视界 的 限制 来 自 两 种 可 能 因素 . 一 是 由 村 宇宙 膨胀 时 间 的 
有 限 性 ,使 交 信 号 能 传播 的 距离 也 是 有 限 的 . 这 叫 粒 于 视 窜 L 
是 在 特殊 时 空 结构 下 , 光 信 号 用 无 穷 长 时 间 也 只 能 传播 有 限 的 距 
离 . MURHA . 

我 们 先 讨论 粒子 视界 . 设 观 测 者 处 于 7 一 0. 若 t 二 0 时 ,从 7 
= ry 外 发 出 的 光 信 和 号 正好 在 二 时 刻 到 达观 测 者 , 则 这 ra 就 是 视界 
的 坐 杯 .利用 光 的 传播 满足 ds 二 0, 我 们 有 


dr JL k” 
d RO (8. 9. 13 


这 样 .从 0 至 rn 的 固有 距离 Ls AAA). Ee 
Enee) = Ray!" ce 


sI 一 kr? 
我 站 己 经 知道 .早期 宇宙 的 RC(2) 正 比 本 ,而 晚期 宇宙 的 RGI 
EH Ee. 把 它们 代入 , 即 可 息 出 视界 大 小 随时 间 的 变化 .因为 
我 们 咏 需 要 这 大 小 的 贡 级 ,所 以 把 48.9. 2 的 结果 近似 地 与 作 
了 2 ft, (8. 9. 33 
HE HRAT ,粒子 视界 的 大 小 是 随时 间 正 比 地 扩大 的 - 
IER RLA T LE a. EE SATE et A Pe 
Ire Gh. ESIC EBS I GA > 一 D, 则 这 ra 就 是 事件 视 看 的 
AE ， 二 是 事件 视界 的 大 小 表 为 


— da 
=RO| Ror (8. 9. 2) 


la3 


Ltt) = Rof” FSS 一 Rof tat (8.9, 4) 
Fm LBA HEH REAR A RR CGY. 这 说 明 这 类 时 空 
中 不 存在 事件 视界 的 限制 . PS Pies EAP RUSE 
时 , Hee A AW EEH Ay 
Rit) CC el. (8.9.5) 
把 它 代入 (8. 9. 4 起 ,得 到 
Lal = 1/1] (8.9.6) 
我 们 看 介 .在 这 情况 下 事件 视界 的 大 小 是 有 限 的 常数 . 
宇宙 的 祝 界 有 了 是 重 物理 意义 . 一 方面 ,因为 天 文 观 测 是 借助 
光 信 号 的 传播 实现 的 ,所 以 视界 代表 了 字 宙 中 的 可 观测 范围 . 视 
界 的 有 限 性 表明 可 观测 宇宙 的 大 小 总 是 有 限 的 . 用 今天 的 字 宣 年 
龄 推算 出 这 大 小 约 为 10'Mpc. 实际 观测 到 的 通 远 天 体 和 我 们 的 
固有 距离 已 接近 今天 的 视界 半径 ,因此 人 们 把 这 范围 内 的 那 部 分 
物质 称 为 我 们 的 观测 宇 害 . 其 外 部 区 域 是 原则 上 观测 不 到 的 ， 这 
与 仪器 的 能 力 没有 关系 . 另 一 方面 ,因为 用 光 信 号 都 不 能 沟通 的 
两 点 三 发 生 的 事件 不 会 有 因果 关系 ,所 以 视界 代表 了 宇 宣 中 有 因 
果 联 系 的 区 域 的 最 大 限度 . 举例 讲 , 要 两 点 通过 热 输 运 而 达到 相 
同 的 温度 ,这 就 是 因果 联系 ,所 以 只 有 当 它 们 的 固有 距离 小 于 视界 
才 可 能 . 把 视界 的 这 两 重 含 义 结合 起 来 ,人 们 意识 到 一 个 疑点 ;我 
们 观测 字 宙 的 均 甸 性 是 无 法 由 物理 机 制 解 释 的 ,因为 其 中 各 部 分 
在 早期 是 不 能 有 因果 联系 的 . 
上 面 已 谈 到 ,今天 的 观测 宇宙 与 因 条 联系 区 是 接近 相同 的 . 
往 早期 追溯 ,观测 宇宙 中 的 物质 所 占 的 尺度 是 与 成 正比 地 缩小 
的 ;而 因果 区 的 大 小 却 与 + 成 正比 地 缩小 ; 即 后 者 缩小 得 更 快 . 例 
如 把 时 间 往 前 追溯 10 个 量 级 , 即 从 :二 10'a AS IR AEM BH 
1 a 的 早期 . 我 们 观测 宇宙 在 那 时 的 大 小 比邻 天 小 5 个 量 级 ,而 
当时 因果 区 的 大 小 却 比 今天 小 10 个 量 级 . 这 就 是 说 ,这 块 物质 当 
时 的 大 小 比 当时 的 视界 大 很 多 量 级 , 它 内 部 各 部 分 之 间 是 无 法 有 
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因果 联系 的 . 那么 它 怎么 会 是 均匀 的 ? 这 就 是 通常 说 的 均匀 性 疑 
难 . 因 它 起 因 于 早期 宇宙 中 的 视界 太 小 .所 以 也 称 视界 疑难 . 

时 期 宇 官 中 视界 尺度 很 小 .对 星系 的 形成 理论 也 带 来 了 诛 见 
性 的 困难 - 通常 理解 ,物质 的 结 团 起 源 于 早期 介质 中 相应 质量 八 
度 上 的 微小 密度 起 伏 在 宇宙 的 早期 ,星系 质量 的 物质 所 占 的 大 
小 比 当时 的 视界 也 大 很 多 基 级 . 因此 在 那 阶 段 ,任何 物理 机 制 都 
不 能 产生 这 种 尺度 的 帘 度 起 伏 - 这 禅 ,星系 的 起 源 训 成 了 一 个 原 
则 上 不 能 由 物理 学 回答 的 问题 . 这 称 为 星系 起 源 疑 难 , 它 也 是 视 
界 疑 难 的 表现 - 

下 面 ;让 我们 考 虚 宇宙 的 准 平坦 性 问题 - 


在 宇宙 的 任何 时 刻 定义 gil R AR Aol HH 


(8. 2.8) 可 化 成 
1 — 1/2 = 34/8nGeR’. (8.9.7) 
我 们 知道 ,在 辐射 为 主 的 早期 ,等 式 右边 正 尼 于 R?, 而 在 实物 为 证 
iy PB. CEET RAAG. 2.10 和 11)). KEPPRA. 
牢 宙 尺度 因子 R EK TILA TR .者 RAOG 3% 1 aa 
应 该 相应 地 增 大 几 十 个 量 级 . 这 使 今天 如 对 1 的 偏离 至 多 羽 为 1 
的 量 级 变 成 了 -- 个 难以 理解 的 事实 - 让 我 们 对 其 中 的 疑难 作 一 些 
分 析 - 
若 在 某 个 早期 时 刻 , 如 对 1 的 偏离 是 一 个 能 合理 想 的 普通 数 
. 那么 由 C8. 9.7) 式 推出 ,在 脱 上 胀 增 大 元 十 个 量 级 后 ,今天 的 昌 
值 应 是 10 (35 ROO) BEAL LOT CE AOD ,其 中 BIG 指 一 个 约 为 
几 十 的 数 、 六 样 , 相 应 的 字 宙 面 摇 与 现实 将 完全 不 同 . 若 反 过 来 ， 
用 实测 的 只 值 来 推 宇宙 的 初 荣 件 ,(8. 9. 7)? 式 给 出 
Na = 1 +10, (8.9.8) 
注意 到 宇宙 初 密度 pw WERKER Ay (如 Pa 应 是 两 个 独 世 人参 
量 . 而 条 件 (8. 9.8) 说 明 GG AAO. pw 和 po DEERE MAR 
Hee N LAS 5G AS - 否则 ,我 们 的 宇宙 就 不 可 能 经 过 温 
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区 的 演化 面 仍 有 具有 淮 平 坦 性 , 即 2 1 PE. RRA eS 
军 的 初 笨 件 怎么 会 如此 特殊 ,这 无 法 由 物理 解释 ， 它 被 人 们 称 为 
平坦 性 疑难 . 

痛 景 辐射 和 核 合成 的 分 析 已 表明 , 现 有 的 字 窑 模型 前 推 到 宁 
害 年龄 为 1 秒 以 后 ,结果 是 正确 的 . 而 视界 和 平坦 性 疑难 的 分 析 
出 瞳 示 了 ,在 未 经 实测 检验 的 其 早期 , 必 存 在 对 宇宙 演化 有 有 重 电影 
呆 交 物理 因素 还 没有 被 认识 .80 年 代 初 , 古 斯 人 Guth) 在 粒 了 物理 
AS ROH BAT HEH RPP Re Hee 
主 的 阶段 .真空 为 主 与 辐射 成 实物 为 主 不 辣 , 前 者 将 使 字 宙 作 加 
ESAK- 而 这 短暂 的 加 速 膨 胀 将 能 使 视界 和 平坦 性 疑难 得 到 自然 
的 解决 . 这 就 是 茧 早期 宇内 中 的 暴 胀 理论 . 它 在 甚 早 期 演化 的 研 
究 中 无 疑 是 一 种 极 有 价值 的 试探 . 


8 8. 10 其 早期 宇宙 的 暴 胀 理论 


由 互 作用 的 天 统 :理论 与 弱电 统一 理论 一 样 ,它们 都 是 利用 
慰 量 场 多 的 自作 用 来 造成 对 称 性 的 自发 琶 缺 . 可 示意 地 说 明 这 机 
制 的 简单 例子 是 令 g 场 的 自作 用 势能 密度 有 形式 
Vig) =— my :+ Ag’. (8. 10. 1) 
在 场 论 中 ,人 人 们 把 能 蕊 最 低 的 态 叫 做 真空 . 这 种 自作 用 的 特点 是 
9 场 具 有 反 号 对 称 , 可 足 它 的 真空 态 不 在 o= 0,1 p= 或 一 只 
(图 8.5). it * 一 0 态 的 能 景 比 真 空 态 的 能 量 高 E,, 则 不 管 实 际 真 
至 态 在 名 或 一 名 ,只要 场 的 能 量 低 于 EE,; 场 的 状态 就 失去 了 gp 的 
肥 号 对 称 性 . 这 就 是 低能 现象 的 对 称 性 自发 破 缺 . 若 场 的 能 其 高 
于 五, 场 的 状态 将 恢复 失去 的 对 称 . 这 机 和 制 是 早先 由 希 格 其 
CHiggs2) 提 出 的 ,因此 相应 的 标量 场 g 也 称 希 格 斯 场 . 
粒子 物理 所 处 理 的 是 少 基 粒子 的 动力 学 系统 .而 宇宙 学 处 理 
的 是 非 零 温度 下 的 统计 系统 . 当 系 统 的 温度 为 了 ,和 希 格 斯 场 的 真 
SHEA REE Fe, TORR. 用 关子 统计 方法 ， 
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加 8.3 希 格 斯 位 好 


可 由 Vie Aw F(T). 人 它 随 工 的 变化 如 图 8.6 所 示意 . 从 图 看 
H ToT. (OERE) ,pp 二 0 为 真空 态 . 这 是 一 个 保持 原 有 对 
称 的 真空 . 当 温 度 降 至 了 ., 对 称 破 缺 的 真空 态 出 现 了 ,但 它 与 对 
称 真 空 的 能 量 是 简 并 的 . 温度 再 降低 ,gq 一 0 态 虽 仍 是 下 的 极 小 ， 
但 它 不 再 是 最 小 的 极 小 . 因此 ,y==0 态 成 了 亚 稳 的 假 真 空 态 , 它 
会 自发 地 向 #0 BY RT PRS RE. GRRE ME pip] 
Ae. 若 采 用 大 统一 -模型 ,临界 温度 工 . A 10 GeV H E 
Aa) St PREACH op AO TO TEER ESB Bin ah 
Hyp 2s See HS ER. FHR Te PE T 
时 气体 的 能 世 密 度 ( 参 看 (8.5.1 MQW AK FR SRS. 因此 
这 真空 能 的 影响 可 以 忽 赂 ,原来 的 标准 模型 完全 适用 . PTA 
开始 发 生 在 温度 为 T. 附近. 由 于 势 例 的 阻隔 ,真空 相 变 并 不 能 在 
T=T. 后 立即 发 后. FRR KS 了. 以 下 ,而 真空 
却 仍 滞 留 于 pq 一 0 态 , 即 宇宙 处 于 相 变 前 的 过 冷 态 . 在 过 冷 态 下 ， 
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0 P 
(Cad sm EMT T, 


RITT hO T 
图 8.5 Fip TORERE Ag TEE 


气体 的 热 动能 密度 ( 约 为 7*) 已 变 得 小 于 真空 能 密度 , 即 宇 宙 出 现 
了 真空 为 主 的 状态 . 这 是 原来 的 标准 模型 所 没有 考虑 过 的 情形 . 
注意 到 真空 能 密度 是 常数 ,宇宙 早期 动力 学 方程 (8, 5. 7) 的 解 
变 为 
RG) oce™, (8.10.2) 
FOP H = (88G pa / 3)? oe (8RGT! /3)) 2 10" s lE Us At Aa A Se 
量 值 . 这 结果 表明 ,在 相 变 完 成 前 , 字 宙 会 发 生 非常 剧烈 的 加 速 脱 
A. 人 们 因此 称 它 为 暴 胀 . 最 终 总 会 在 温度 远 低 于 T. 的 基 个 时 
Zi), BLE FER ARS Be HH aD Xe BR RE RR A EE. 这 两 个 相 之 间 的 
RE E Ye iy A oS A FP ET. 这 样 
真空 相 变 就 结束 了 . 相 变 结束 后 ,由 于 破 缺 真空 态 的 能 密度 已 笋 
低 , 它 重新 可 被 忽略 不 计 ， 这 样 ,宇宙 又 恢复 了 按 标准 模型 的 正常 
膨胀 . 
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暴 胀 持续 的 时 间 与 自作 用 站 (多 的 细节 有 关 : 理 沦 并 不 能 作 
确切 的 预言 从 宇宙 学 的 角度 看 , 古 斯 第 一 个 指出 , 若 持 续 时 间 
Ae 使 有 Arss100( 利 用 大 统 -- 模 型 定 出 的 鼠 值 ,这 意味 着 暴 胀 须 
持续 约 10-s), 则 视界 和 平坦 性 疑难 就 自然 地 得 到 了 解决 . 

让 我 们 先 回 到 视界 问题 上 来 . de 100, EN 
ACT Eh, FR RAT ROK eM Hl 43 个 量 级 . El 
漫长 的 正常 膨胀 阶段 所 增 大 的 总 倍数 还 大 . 可 是 如 荆 节 指出 ,在 
真空 为 主 阶段 , 字 宙 视界 却 是 常数 . 由 此 推出 ,我 们 的 观测 宇宙 的 
大 小 在 暴 胀 之 前 是 远 小 于 当时 的 视界 尺度 的 (图 8.7). 这 样 ,与 于 
宙 均 匀 性 和 星系 起 源 相 关 的 视界 疑难 就 不 存在 了 . 


yoo! yar aT 3x1! SMT 
(36-38 HRS Re) 
rs 


图 8.7 BRA A 


再 回 到 (8. 9.7) 式 ,来 看 暴 胀 理论 对 平坦 性 问题 的 影响 。 在 字 

军 以 真空 为 主 阶段 , 因 真 空 能 密度 是 常数 ,对 1 BS BCS. 3. 

7) 式 左边 是 与 R 成 反比 地 降低 的 . 注意 这 影响 与 正常 膨胀 防 段 

的 影响 是 相反 的 ,因此 它 是 使 乎 坦 忻 疑难 得 到 缓解 的 因素 .各 暴 

胀 持 续 时 间 满 足 互 Atss100, 则 在 这 阶段 中 1 一 1 号 压低 了 86 个 
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BR. 它 已 远 超过 了 正常 阶段 引起 的 放大 ,这样 ,平坦 性 疑难 就 
WAL. 不 仅 如 此 它 还 推论 ,只 村 初 始 的 2 值 是 一 个 普通 的 数 ， 
经 过 短暂 的 暴 胀 和 漫长 的 正常 膨胀 ,今天 应 有 
M, = 1: 107%, C8. 10. 3) 

HPN BEAT 1 的 数 . 这 是 暴 胀 理论 的 重要 预言. 它 可 出 
实测 作 判定 性 的 检验 . 如 果实 测 肯 定 Qu, 对 1 有 钢 如 1% 的 偏离 ， 
那 将 是 对 暴 胀 理论 的 强烈 否定 . | 

值得 强调 , 暴 胀 理论 至 今 仅 是 一 个 试探 性 的 理论 . 它 既 没有 
牢固 的 物理 基础 ,也 没有 可 靠 的 实测 证 据 . 因此 我 们 并 不 能 讲 宇 
宙 暴 胀 是 肯定 发 牛 过 的 .但 是 从 这 埋 论 提出 以 来 , 它 却 - -真爱 到 
很 大 的 重视 , 这 是 因为 它 对 其 他 宁 宙 学 问题 的 研究 产生 了 许多 积 
极 的 影响 . 

暴 胀 理论 对 宇宙 学 产生 的 最 大 的 影响 是 瑚 言 了 0 一 1. 由 上 
宇 定 核 合成 的 研究 已 推断 出 Ds<1, 央 此 暴 胀 理 论 的 这 个 预言 强 
烈 地 暗示 了 宇宙 的 卡 要 组 分 基 非 重子 物质 . 而 在 此 前 ,人 们 正 感 
到 重子 为 主 宇 审 中 存在 演化 时 间 不 够 .星系 至 今 难以 形成 的 严重 
困难 .所 以 ,宇宙 以 韭 重子 为 主 的 慨 镶 为 结构 形成 的 研究 带 来 
新 的 局 而 ,并 产生 了 许多 重要 的 进展 . 此 外 ,这 预言 也 对 宇宙 瞳 物 
质 的 总 量 和 主要 组 分 的 研究 带 来 了 新 的 启发 . 这 些 问题 在 $ 8. 12 
fl § 8.13 节 中 还 会 讨论 到 . 

SKED 重要 影响 是 使 得 子 找 原初 扰动 的 物理 起 源 有 
了 可 能 .在 真空 相 变 引起 村 胀 的 图 晤 中 ,在 字 宣 不 同 部 分 发 生 相 
变 的 时 间 有 小 的 差别 . 它 会 给 相 变 后 的 字 定 带 来 微小 不 均匀 性 . 
由 这 机 制 算出 的 进 视界 扰动 谱 , 与 70 年 代 哈 利 孙 (Harrisony 和 泽 
尔 道 维 奇 (Zeldovich) 从 唯 象 分 析 所 椎 断 的 谱 是 一 致 的 .这 无 疑 
是 结构 起 源 研究 的 一 个 开 人 蚀 性 的 进展 . 顺便 指出 ,背景 辐射 的 实 
浏 中 已 证 实 了 有 超 视 界 扰动 的 存在 . 这 使 得 超 视界 扰动 的 起 源 疑 
难 从 一 个 理论 问题 变 成 了 一 个 现实 问题 . 它 自然 也 加 强 了 人 们 人 
信和 暴 胀 曾 发 生 过 的 信念 . 
160 


最 后 说 明 FRAS AT RE DL. eve LE AEA. A 
BOWE FE SE ME A EE SEE. F A a SY De ee 
要 条 件 . 十 斯 最 初 提出 的 与 大 统一 模型 相 联 系 的 机 制 只 是 引起 加 
速 膨胀 的 一 种 可 能 机 制 . 近 十 来 年 中 ,人 们 已 提出 过 许多 会 在 其 
早期 宇宙 中 引起 暴 胀 的 可 能 机 制 . 显然 ,这 些 机 制 都 涉 太 超 蜗 能 
下 的 物理 规律 ,因此 也 都 还 没有 扎实 的 实践 基础 . Bz RES 
还 远 不 是 一 个 肯定 了 的 理论 ,但 人 们 却 已 深 深 地 感到 , 它 应 是 早期 
FH PA EYER Ee - 


$8.11 FERKA 


我 们 在 § 3. 6 中 推导 出 引力 场 方 程 (3. 5.6) 时 曾 指 出 ,这 里 取 
了 4 二 0. 当 爱 因 斯 坦 用 它 研究 宇 窗 的 动力 学 结构 时 ,他 发 现 这 方 
程 没 有 稳 态 的 字 宙 解 ,而 他 当时 却 先 验 地 认为 宇宙 应 当 是 静止 不 
恋 的 . 于 是 爱 因 斯 坦 恢 复 了 方程 中 的 Ag 项 ,以 得 到 稳定 解 . 这 
里 前 因此 被 称 为 宇宙 常数 . Bat PIL ARERR 
TEREKE. 爱 因 斯坦 很 快 对 此 作出 了 反应 . 他 在 给 他 的 
朋友 外 尔 CWeyl) 的 信 中 说 :如 果 不 存在 静态 的 宇宙 ,那么 把 宇宙 
He JPA.” 
使 宇 罕 常 数 问题 复活 的 回 机 是 其 子 场 论 的 发 展 . 按 量子 场 论 
的 概念 , 某 场 处 于 基态 时 , 它 已 没有 能 量 可 癌 外 输出 ,因此 基 坊 被 
定义 为 真空 . 直 空 是 否 实 际 具 有 能 量 ， 在 显 子 场 论 中 是 无 头 紧 要 
的 ,所 以 通常 把 真空 能 量 密度 定义 为 零 . 但 是 从 引力 物理 讲 ,真空 
态 若 有 了 能量 , 它 一 样 会 产生 引力 , 即 造 成 时 空 的 弯曲 . 因此 ,真空 
能 最 密度 是 不 能 人 为 地 规定 为 零 的 . MOB ESE OR Be. AES 
的 能 二 动 量 张 量 一般 地 只 能 有 形式 
T a = Pocky (8.11.13 
其 中 中 是 直 室 能 密度 . RRS EWI TP ERE 
的 贡献 ,其 效果 与 在 场 方程 中 添加 宇宙 项 是 一 样 的 . 因此 ,宇宙 项 
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2 VAM SACRE EAE. BRT his RY 
两 面 . 
既 计 及 宇宙 项 又 计 及 真空 能 , 场 方程 463. 5. 6? 变 成 
Ry 十 EaR + AB we = — BUGCT a + Paga). (8.11.2) 
PA BS FE ae AE SP TRAE. 一 是 引入 等 效 
FH 
Ai = A+ BTG Pyar (8.11.3) 
代替 4, 这样 方程 石 边 的 真空 能 的 贡献 已 包括 在 内 了 .二 是 引入 
等 效 真空 能 
Pett = Pry + A BAS (8.11.4) 
代替 ps TT FEZ YE EBS OO. 这 两 个 等 效 量 的 关 
At 一 BAG Py. (8.11.5) 
总 之 ,这 两 者 的 动力 学 效果 是 分 不 开 的 . 而 这 样 产生 了 WH hg 
题 .出 现在 引力 场 方 程 中 的 4 是 一 个 基本 物理 常数 , 它 的 天 小 应 
愉 能 由 实测 确定 . -F 面 的 分 析 则 说 明 ,实测 原则 上 不 能 单独 地 决 
REA, RABE AR on 因此 2 是否 为 零 的 问题 就 不 单纯 是 一 个 
实测 问题 , 它 与 p 的 大 小 直接 有 关 . 这 样 ,宇宙 常数 问题 变 复 杂 
T. 
当 用 场 方程 (8. 11. 2) ,并 利用 (8. 11. 4) 来 讨论 均匀 各 向 同性 
的 宇宙 ,所 得 到 的 动力 学 方程 变 为 


有 Rz 十 天 一 ETG Cp + paR, (8. 11.6) 
和 
R = — ep 2 Pett IER 5 (8. 11. 7) 


由 于 我 们 和 将 限于 讨论 晚近 的 宇宙 ,所 以 方程 中 已 代入 了 p=o. 从 

方程 (8. 11. 7 立即 看 出 ,真空 能 或 正 的 宇 官 常数 与 其 他 引力 源 相 

ROE Pere Rd. 爱 因 斯 坦 能 引入 宇宙 常数 以 得 到 稳 态 的 宇 
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et APF CRP TE Es Me . 

BR FE AK TRS ER AS BE pes 的 大小 更 感光 趣 . 利用 减速 参量 v 

的 定义 (8. 3. 10) , 场 方程 (8. 11.6) 给 出 
一 (8.11.8) 

其 中 p. (iF A eh AEE OY A A EE. (8. 11. 8) 式 右边 部 是 可 
观测 其 ,因此 等 效 真空 能 是 否 为 零 , 原 则 上 是 可 由 Mat A Ea. H 
前 这 几 个 量 的 实测 不 确定 度 都 还 很 大 ,所 以 对 oi 还 不 能 有 明确 的 
推断 .无论 如 何 , 我 们 已 能 由 实测 得 到 一 个 安全 的 上 限 . 用 普通 
单位 表示 为 

Pet OP. = 10t eV /em?, (8 11.9) 
往 意 ,这 结果 并 不 排斥 它 实际 上 为 零 ， 为 想 进一步 知道 基本 常数 
4 的 大 小 , 须 估 算 真 空 能 密度 ou. 正 是 这 一 步 ,结果 出 再 了 非常 令 
人 困惑 的 局 面 . 

用 基 子 场 论 估算 真空 能 密度 的 基本 道理 是 这 样 的 . 任 一 量子 
场 可 按 健 里 叶 展 开 分 解 成 无 数 不 向 频率 的 谐振 场 的 从 加 . 每 一 种 
谐振 场 的 基态 都 有 零点 振动 能 Ar72, 因 此 真空 态 的 总 能 量 密 度 是 
AFK. 这 里 的 发 散 性 来 自 高 频 场 的 贡献 ,因而 并 不 可 党 . AE 
TEM LE BRAT OR A BY EAE}, Gio A RAlo GeV 
的 场 , 这 样 估 出 的 结果 为 

Pru Be 10° eV /em?. (8.11.10) 
EE pah HRE ey AFL HAER . 

这 佑 算 的 是 一 种 玻 色 场 的 基态 能 密度 . 实际 的 真空 应 是 一 切 
重子 场 的 基态 . 因此 这 基态 能 狼 度 应 与 -- 切 场 基 子 的 质量 和 相互 
作用 有 关 . 如 果 总 的 ee 仍 比 er 高 几 十 个 量 级 , 它 的 推论 将 很 令 
人 困惑 . 

从 (8.11.4) 看 出 ,4/8rG 须 在 几 十 位 有 效 数字 上 与 ,一致 ， 
而 义 不 完 全 相等 ,以 抵消 后 得 到 实际 的 pws. 如 车 少 抵消 一 位 ,剩余 
的 pu 就 大 一 个 量 级 ,宇宙 的 演化 进程 将 会 与 现实 完全 不 同 . 这 意 
味 着 宇宙 常数 4 不 仅 不 是 淮 , 目 与 真空 能 密度 ws 的 大 小 必须 经 过 
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高 精度 的 细 调 ,否则 今天 的 宇宙 就 不 会 是 这 样 . 考虑 到 前 者 在 
本 物理 常数 ,而 后 者 却 与 粒子 物理 的 全 部 细节 有 关 , 要 它们 之 问 正 
好 有 这 样 的 密 合 中 无 法 理解 的 ， 

70 年 代 后 期 ,粒子 物理 中 超 对 称 大 统一 理论 的 出 现 曾 给 问题 
的 解决 带 来 过 希望 . 接 超 对 称 的 思想 , 任 一 种 玻 色 子 必 有 辣 质 量 
的 费 米子 与 之 对 应 .这样 ,它们 的 真空 能 密度 将 相互 抵消 而 成 为 
零 . 若 ou 是 零 , 上 面 讲 的 高 精度 的 细 调 就 不 需要 了 BeA 
想 ,pa 是 零 意味 着 4 也 可 能 是 零 ,从 而 推断 ps 或 Xt 也 是 零 . 这 样 
一 切 回 到 常识 容易 接受 的 局 而 ， 可 是 问题 远 没有 沿 这 条 思路 得 到 
顺利 的 解决 . 从 超 对 称 讲 ,粒子 物理 的 事实 清楚 表明 , 它 至 多 只 能 
是 一 种 破 缺 的 对 称 性 , 即 仅 在 高 能 条 件 下 才 严格 成 立 . 计 及 低能 
下 的 不 对 称 所 剩 下 的 真空 能 ,结果 仍 比 css 的 上 限 高 出 好 上 十 个 量 
级 . 所 以 问题 的 困惑 并 末 得 到 缓解 - 用 此 后 发 展 起 来 的 超 引力 和 
其 他 理论 ,又 出 现 过 真空 能 会 自动 地 抵消 成 零 的 迹象 , 俱 也 都 没有 
H. 甚至 连 会 抵消 得 足够 小 的 迹象 也 看 不 到 ， 

总 之 , 宇 窗 常 数 问 题 作为 物理 理论 问题 ,要 点 在 淤 清 理论 上 的 
pe 远大 于 实测 的 pr 的 本 质 原因 . 许多 理论 家 认为 问题 源 于 我 们 
缺乏 可 靠 的 高 能 理论 . 他 们 希望 找到 一 种 新 的 高 能 物理 原则 ,由 
它 保证 一 切 场 的 真空 能 之 和 自然 是 零 . 但 是 他 们 至 今 没有 成 功 . 
大 量 这 类 努力 的 不 成 功 ,使 有 人 意识 到 问题 的 根源 可 能 更 深刻 . 
它 可 能 暗示 着 我 们 关于 真空 和 真空 能 的 概念 需要 有 根本 的 灾 苗 
如 果 如 此 , 宇 宣 常数 问题 将 是 物理 学 的 - -个 重要 的 生长 点 . 

宇宙 常数 问题 作为 观测 宇 宣 学 问题 ,要 点 在 于 澄清 oa Fe 
THE. 等 效 字 宙 常数 的 存在 会 在 宇宙 学 中 造成 许多 可 观测 效 
果 .如果 从 某 一 类 观测 能 给 出 et 的 非 零 下 限 , 那 将 是 字 宙 向 莹 问 
题 的 极 重 要 的 进展 . 现今 人 们 还 只 能 定 出 它 的 上 限 - RRR 
是 下 引力 透镜 效应 给 出 的 , 它 是 

Dy = Paf Pe Z O. 9. (8. H. 11) 
日 前 最 令 人 注意 的 是 宇 审 人 年 龄 间 题 , 1995 EL ae E E e a p] 
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AE RE U PI OS eh ae SUÉ Oy | 

A, = 80 + 17 km*s ! - Mpc’ :. C8. 11.123 
由 此 按 pu 为 零 的 理论 公式 算出 的 宇宙 年 龄 将 小 半球 状 星 团 的 年 
A . 引入 正 的 pt 会 加 大 宇宙 年 龄 的 理论 值 . F Ew AaB 
好 的 近似 会 式 ， 

na 2 yz) Hoh VO = 23/0, 

1— 9, 

其 中 Q, = 0. 70, —0. 39.+0. 31.2, 是 物质 的 宇宙 学 密度 ,只 
由 (58. 11. 141) 式 定义 . 车 接受 H, =80 kms gn Mpc. EFEK 
数 的 平坦 宇宙 模型 , 即 令 0Q, 一 0 和 二 1 TRS HF Ew IA 
8Ga. MEI. EAR FS eee E . an FR ey I OQ. =0. 
8 和 diw = 0. 2 的 平坦 宇宙 模型 年龄 的 理论 值 增 大 到 13.5 Ga. 它 
恢复 了 与 实测 的 相 浴 性 . 人 们 由 此 意识 到 EIB E RF Be ae 
AAO AE » CORRAL GF ae EAE WE YH HE . HEF HE 
数 的 实测 值 的 大 小 终究 也 还 是 一 个 至 今 未 解决 的 问题 . 


’ (8.11.13) 


$8.12 暗物质 问题 


88.3 中 已 指出 宇宙 物质 中 发 光 部 分 不 是 主体 ,暗物质 才 是 
其 中 的 主要 部 分 . 固 此 ,暗物质 的 总 量 和 瞳 物质 的 组 分 问题 是 字 
宙 学 的 基本 问题 之 一 . 让 我 们 先 讨论 宇宙 密度 的 测定 问题 . 这 里 
的 条 难 在 于 如 何 测 定 天 体 的 质量 . 

大 体质 量 的 测定 是 利用 它 产生 的 引力 . HER 条 的 平衡 主要 
BaP fe Be A Fe ah RG T O r 外 的 恒星 的 转速 六 SRR A r 的 
范围 内 的 物质 总 质量 M 有 关系 

V = GM/r. (8. 12. 19 

IX PEME A V, BE TJ OL HED E E M. BRAR E A. #85 TA) GE ~ E 

RAPPE ES H FIE E HYE LG a . 按 维 里 定理 ,恒星 无 规 运 
£65 


动 速度 的 平方 平均 值 与 得 星 集团 的 总 质 其 应 满足 与 (8. 12. 1) 同 样 
的 关系 . 这 里 的 > 是 恒星 集团 的 维 里 半径 . 所 以 ,这 类 己 生 集团 
的 总 质量 也 可 通过 r 和 VY 的 测量 来 推断 . 

如 1 果 认 为 星系 是 宇宙 物质 的 主要 存在 形式 ,那么 宇宙 平均 密 
度 o 一 MN/V ,其 中 N/V 是 星系 的 平均 数 密 度 ,M 是 星系 的 平均 
质量 . 由 于 星系 的 质量 差别 很 大 ,平均 质量 的 含义 很 不 确定 . 不 
同 星 系 的 质量 和 光度 之 比 M/L 的 差别 却 小 得 多 . 因此 人 人 们 把 密 
度 公式 改写 作 


N 
p= L> 


. “= wet, (8. 12. 2) 
其 中 =L. N/V BERTHAE RE. AERA H E R 
的 总 光度 . 实测 已 定 出 
F = 2, A X 10:hLo/MPpe. (8.12.3) 
其 中 Lo 代表 太阳 光度 , 它 是 天 文学 中 常用 的 光度 单位 ， (FE FE 
平均 密度 就 可 以 由 平均 质 光 比 来 推断 。 
认为 星系 质量 主要 集中 在 它 发 光 的 范围 内 ,实测 定 出 星系 
的 质 光 比 为 3 一 ?7( 以 太阳 的 质 光 比 为 单位 ) A ARE p RRE 
密度 , 推 得 
Qy = 0. 007, (8. 12. 4) 
这 就 是 前 面 提 到 的 结果 :发 光 物 质 的 平均 密度 远 低 于 宇宙 临界 密 
度 ,但 是 实测 已 表明 ,星系 发 光 区 外 的 财物 质 总 量 要 超过 发 光 物 
质 . 证 据 来 自 旋涡 星系 的 转动 曲线 的 测定 . 如 果 发 光 区 外 的 气体 
质量 可 以 忽略 ,由 (8. 12. 10 ,外 部 气体 的 转速 应 随 距 离 的 增 太 而 
反比 地 减 小 ,如 图 8. 8 中 的 虚线 所 示 . 但 是 发 光 区 外 实际 的 转动 
出线 并 不 下 降 , 而 是 平 直 地 延伸 ,如 图 中 的 实 线 所 示意 .转动 曲线 
的 平 直 意味 着 质量 随 旺 离 成 正比 地 增 大 (参看 (8. 12. 1079. 实测 
的 转动 曲线 可 平 直 地 延伸 至 发 光 区 半径 的 3 至 19 倍 .这 暗示 我 
们 ,星系 发 光 区 外 有 很 大 的 暗 坚 ,其 总 质 基 超过 发 光 区 内 的 质量 的 
几 倍 至 十 上 及 倍 . GPRS SARS. ,我 们 有 
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Ng = 0. 03 ~ 0.10. (8.12.5) 


图 8.8 HA oh He a 


星系 和 星系 之 间 的 空间 体积 很 大 . 分 布 在 其 中 的 弥 注 物质 的 
总 质量 也 可 能 超过 -… 切 星系 的 总 质量 . 早 在 30 年 代 , 天 文学 家 从 
窗 星 系 团 的 研究 中 已 发 现 , 它 的 质量 必须 超过 其 中 发 光 星 系 总 质 
量 的 10 至 100 倍 , 它 才 能 维持 平衡 . 这 是 星系 际 暗物质 对 宇宙 密 
度 有 重要 贡献 的 最 早 的 证 据 ， 利用 近代 对 星系 轩 的 质 兴 比 的 测 
定 ,并 利用 58. 12. 2) ,推断 出 的 宇宙 密度 为 

aa 一 0.2 士 0.1， (8. 12. 6) 
3x 25 EHR. ERAS SAC AAS ae 
多 的 暗物质 ， 

如 果 在 比 星系 团 更 大 的 尺度 中 还 有 大 量 的 弥漫 物质 ,它们 在 
上 述 测量 中 是 测 不 到 的 . 因此 结果 (8. 12. 6) 是 为 宇宙 密度 提供 了 
一 个 下 限 . BHA fe > FE WY ae TE PER . 

让 我 们 把 (8. 12. 6) 与 暴 胀 理论 的 预言 作 - 一 个 比较 . FE § 8.10 
节 中 已 讨论 过 ,宇宙 学 强 列 地 需要 暴 胀 理论 ,而 这 理论 预言 2 二 1. 
如 接受 这 理论 , 则 表明 字 宙 中 尚未 被 测 到 的 暗物质 比 队 星系 团 尺 
度 内 已 测 到 的 物质 还 要 多 若干 倍 . 这 结论 是 否 符 合 事 实 是 暗物质 
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研究 中 有 待 河清 的 最 重要 的 问题 之 -. 由 于 这 部 分 没 被 测 到 的 物 
质 必 分 布 得 蝎 弥 漫 ,所 以 它 的 存在 须 用 宇宙 学 尺度 的 测 匡 才能 证 
实 . 60 年 代 以 来 ,已 有 人 在 大 尺度 上 对 星系 计数 及 星系 本 动 速度 
场 作 了 实测 和 统计 研究 . 其 中 星系 计数 给 出 过 结果 


R, = 0.9 l (8.11.79) 


AERE a Whe 1 28 BiA EAA ER ERE 
tee TEEPEE S. PL MATE ae ae S at 
胀 理论 的 倾向 . 

然后 把 暗物质 密度 的 实测 结果 与 核 合成 理论 预言 的 (8. 7. 6) 
相 比 . 我 们 看 到 , 宇 窗帘 度 很 是 能 显著 地 超过 了 宁 窑 核 了 物质 的 
总 密度 . 如 果 这 一 点 被 肯定 , 那 将 意味 着 宇宙 中 的 大 部 分 物质 不 
仅 不 发 省 ,而 且 不 是 由 核子 组 成 的 . 这 无 疑 对 宇宙 学 是 一 个 重要 
HRES. EA a ET BR. od BR SE AA 
RFE ME AY TB, SP EY A . 

现在 我 们 转向 暗物质 的 主要 组 分 问题 . 从 天 文学 的 第 度 看 ， 
暗物质 有 大 量 的 存在 形式 . 很 多 类 型 的 夫 体 ,例如 极 暗 的 小 恒星 、 
死 1- 了 的 恒 显 ,未 形成 展 星 的 原 量 系 云 . 纪 解 了 的 星系 、 志 际 和 和 必 
系 际 气体 等 都 应 表现 为 暗物质- 但 是 ,所 有 这 些 天 体 本 质 上 都 是 
中 核子 组 成 的 ， 所 以 如 果 宇 窗 以 非 重子 为 环 , 它 们 都 不 能 是 暗 物 
质 的 主要 形态 . 暗物质 的 主要 在 在 形式 是 什么 ? 就 成 六 一 个 全 新 
的 问题 . 但 从 理论 物理 的 骨 度 看 ,可 以 作为 主要 非 重 子 上 暗物质 的 
候选 者 是 很 多 的 . 

在 已 知 粒子 中 ,人 们 首先 考虑 过 中 微 子 . PRPS ER 
为 1 秒 时 于 始 与 其 他 组 分 失去 了 耦合 ,而 作为 宇宙 背景 的 一 部 分 
存留 了 下 来 . 算出 今天 的 中 微 子 数 密 度 约 为 每 立方 厘米 100 个 ， 
因此 若 中 微 子 有 约 30 eV 的 静 质 量 , 这 上 背景 中 徽 子 对 字 宙 密度 的 
贡献 就 会 达到 2==1. 可 生 对 中 徽 子 是 下 有 静 质 量 的 问题 ,至 今 理 
论 上 和 实验 上 都 还 没有 明确 的 结论 . 另外 被 讨论 得 较 多 的 候选 背 
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a 


是 超 对 称 大 统一 理论 中 的 neutralinos 和 强 CP A ie H ig T 
《AAAxions)， 这 类 和 料 子 在 退 耦 时 的 故 运 动 速度 已 小 于 光速 , 因 冰 被 
称 为 冷 暗 物质 . 这 些 粒 子 的 存在 ;至今 并 没有 实验 证 据 . 对 它们 
感 兴趣 的 重要 原因 是 由 于 它们 对 结构 形成 的 影响 与 中 徽 子 有 很 大 
的 不 同 . 下 一 季 中 将 讨论 到 , 冷 喇 物质 的 存在 ,对 解释 星系 的 形成 
是 有 利 的 . 除 实 物 粒 子 外 ,最 值得 注意 的 可 能 对 象 是 真空 . 上 节 
己 讨 论 过 ,真空 能 密 庶 是 否 为 等 是 一 个 复杂 而 深刻 的 物理 问题 . 
丰 暗 物质 的 角度 看 UREA ZRA 人 .二 0.8, 它 将 是 今天 宇宙 的 主 
要 组 分 . 真空 对 结构 形成 的 影响 与 实物 粒子 又 不 一 样 : AMO 
宙 i 结 构 形 成 问题 的 研究 是 大 们 探索 上 暗物质 本 质 的 一 条 重要 途径 . 
有 关 的 进展 将 在 下 节 中 再 继续 讨论 - 


§ 8.13 宇宙 结构 的 形成 问题 


最 后 我 们 回 过 来 讨论 -个 宇宙 学 中 的 最 现实 的 问题 , 即 如 何 
从 高 度 均匀 的 早期 宇宙 中 演化 出 今 大 的 层次 性 结 团 状态 的 问题 . 

a HR Jeans ER ewe ee SARS ed A eh 
Ae REER. IMK ASA FRON AK. Ait oP E 
园 不 均匀 .这 就 是 均匀 宇宙 中 会 演化 出 物质 结 团 的 基本 物理 枯 制 


设 由 于 扰动 造成 的 密度 分 布 为 
PLEIN, ZE) = poll + Lr, y,z,t)), (8.13.1), 
Epo 是 均匀 的 背 避 密度 ,6 称 密度 反差 . Fea Ek. Ea 
<<]. 用 理想 流体 动力 学 方程 和 和 牛顿 引力 场 方 程 串 导 出 微小 密度 
反差 3 满足 的 微分 方程 . 了 到 线性 近似 后 , 它 有 形式 
atë 


a 一 vv = AGOS, (8.13. 2) 


REDS Se ee PE E 


16S 


| 17% 


ap ! 


EF. 


(r,i) = zae ordik, (8.13.3) 
HEEE (2) 相 应 地 满足 
8, + (w2k? — AnG p), = 0. (8.13.4) 
全 
w = vik? — AnG prs (8.13.5) 
则 有 
8.) = Ae=, (8.13.6) 


容易 看 出 , 当 为 实数 ,扰动 将 以 声波 的 形式 振荡 ,而 当 w 为 虚 
数 , 相 应 的 抗 动 分 量 将 会 指数 地 增 太 . 这 就 是 金 斯 的 引力 不 稳定 

上 述 结果 有 一 个 简单 的 物理 解释 . (8. 13. 5) 右 边 第 一 项 是 压 
强 梯 度 对 扰动 的 恢复 效应 ,而 第 二 项 是 引力 对 扰动 的 放 太 的 效 
应 . 当 扰动 波长 4 很 小 5 BP A= 22/0 很 大), 压强 的 效果 为 主 , 引 力 
效果 可 忽略 . 这 正 是 密度 扰动 在 压强 驱动 下 以 声速 传播 的 机 制 . 
反之 ; 当 4 很 大 ( 即 不 很 小 ), 以 至 引力 效果 远 超 过 压强 效果 , 则 密 
度 反 差 为 正 的 区 域 将 因 自 引力 而 收缩 ,使 密 诬 反差 讲 一 步 增 大 . 
当 达 到 5 六 1, 就 造成 了 物质 的 结 团 、 

这 两 类 情形 的 分 界 流 长 称 为 金 斯 玉 度 为 ， 
mu 
Ges, 
它 由 缘 景 气体 的 密度 和 声速 决定 . 为 了 方便 , 人 们 也 常用 使 斯 质 
BM 代替 金 斯 尺度 .Mi 定义 为 背景 气体 中 半径 为 入 /2 的 球 内 的 
质量 , 即 


Ay 一 anfky = | (8.13.7) 


加 ANP, Ay 3 TO, ryt 372 
my ~ S83) = A Gal 
PORE Ab Pe ae AY RY BS 
将 会 因 自 引力 不 稳定 性 而 发 展 成 物质 的 局 域 结 团 . 反之 ,这 小 抗 
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(8.13. 8) 


动 的 幅度 将 不 会 增长 . 

多 斯 的 理论 原本 是 对 静止 的 均匀 介质 而 言 的 . 把 这 理论 应 用 
于 脱 胀 中 的 均 句 宇 窗 ,只 要 扰动 区 的 尺度 远 小 于 宇 审 的 曲 认 羊 答 
和 视界 , 抗 动 演化 的 动力 学 行为 仍 可 用 牛顿 力学 处 理 . ET 
及 宇宙 应 满足 标准 的 费 里 德 肥 (Friedmann) 方 程 ,由 和 牛顿 的 流体 
PSH SREB RIL REA 
ul pb 
Fe? 
其 中 的 RES RI. 把 (8.13. 9) 与 (8. 13.4) 相 比 ,我 
们 看 到 , 金 斯 的 引力 不 稳定 性 判 据 依 然 是 适用 的 . 但 是 这 里 有 一 
点 重要 区 别 . 背景 介质 的 膨胀 在 挑动 的 演化 方程 中 赠 加 了 一 个 阻 
尼 项 . 当 介 质 为 静止 ,引力 不 稳定 性 的 发 生 表 现 为 6 的 指数 增 
长 . 而 在 脱 胀 介质 中 发 生 引 力 不 稳定 时 ,由 于 脱 王 阻 尼 的 影响 ,6 
的 增长 速率 将 明显 地 变 慢 , 结 团 完 成 的 时 间 将 显著 地 推 撑 . 

下 面 , 我 们 讨论 背景 衬 宙 是 实物 为 主 且 平坦 的 情形 . 这 是 理 
论 上 感 兴 趣 的 重要 例子 . 由 (8. 4. 2 R/R= (2/302 UR p 
= (6xGe)—'. 方程 (8.13.9) 化 作 


5.42584 | 一 Antz Do é, = Ü, (8.153. 97 


a 4 * P _ 
d+ aó að = O, (8. 13. 10) 


RECHA AEC E TERA. 方程 48. 13. 10-5 
无 闫 ,所 以 密度 反差 的 下 标 也 略 去 了 . 易于 解 出 这 方程 的 两 个 
线性 独立 解 , 它 们 分 别 代 表 扰 动 的 两 种 独立 的 演化 模式 ， 


a, (1) = safi) 3 (2) = $a) | E] ， 
€8. 13.11) 
其 中 8, 代表 增长 模式 ,58_ EREMIA. 对 照 背 景 宇 宙 的 膨胀 公 
式 (8. 4.4) ,我 们 看 到 ,在 扰动 发 展 的 线性 阶段 ,密度 反差 是 与 宇宙 
尺度 因子 R 成 正比 地 增 大 的 . 这 使 结 团 的 初期 变 或 了 一 个 非 毅 
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微波 背 党 辐射 是 在 只 7/ 民 . 一 1x10- 时 形成 的 . 由 6 与 尺 的 下 
比 性 知 , 当 时 的 密度 反 鞠 至少 顷 超 过 1x10 fa BY BE CES CHIR 
一 长 由 之 前 实现 物质 的 结 团 { 即 达 到 85 污 1). 都 时 的 密度 反差 是 可 
以 通过 观测 短波 背 恕 辆 射 中 的 温度 各 向 异性 来 推断 的 . 实际 上 、 
EFA AMERA MSME RER RRE LARES HRE. 从 
实测 精度 扒 知 ,当时 的 密度 反差 必 小 于 107i ak ee RA E ag IE 
ACHE HE T ERISA EE. 直至 70 年 代 末 ,由 于 星系 的 形成 理论 
态 不 成 椰 , 因 此 人 们 还 难以 者 虑 这 困难 意味 着 什么 . BG He e 
静 质 量 的 研究 和 宇宙 暴 胀 的 研究 都 给 出 了 宇宙 可 能 以 非 重 子 物 质 
为 主 的 启东 ， 这 概念 对 -于 星系 形成 的 研究 带 来 了 很 多 积极 的 影响 
- 证 我 们 先 回 到 星系 形成 的 时 间 问 题 上 来 . 

Fox Q.=1 的 宇宙 中 有 80 站 以 上 由 热 或 冷 暗 物质 组 成 . 遇 重 
THRE 20% LAF . 理论 分 析 表 明 EK SS PA hE a 
椰 物 质 的 密度 抗 动 从 实物 与 辑 射 等 量 时 刻 i 就 开始 增长 ,而 重 了 
物质 中 隐 扰 动 却 归队 光子 退 耦 后 才能 开始 增 大 . 这 样 ,在 微波 背 
景 辐 射 形 成 时 ,物质 主要 部 分 中 的 密度 反差 已 有 一 定 的 增 估 .但 重 
子 物质 中 的 拢 动 却 央 尚未 增长 而 相对 较 小 5 参看 图 8.9). 当 重 子 
物 原 中 的 抗 动 开始 增长 时 ,由 于 非 重 子 物 质 中 已 增 大 的 密度 产生 
了 附加 的 引力 ,重子 物质 密度 反差 的 增长 速率 加 快 了 . 图 中 的 起 
线 示 出 奋 没 有 非 重 子 影响 时 重子 物质 密度 反差 的 增长 . 它 全 今天 
仍 达 不 到 结 团 的 要 求 . 实 线 示意 地 说 明 . 尽 管 普 景 辐射 形成 时 重 
了 于 物质 的 密度 反 兰 显得 过 小 ,但 在 非 重子 物质 的 影响 下 , 它 能 够 在 
今天 之 前 达到 结 团 的 需要 . SLATER PT AEM ES HORE RR 
形成 的 时 间 困 难得 到 缓解 ,这 无 疑 对 宇宙 结构 形成 理论 三 重 要 的 
促进 , 它 辣 时 也 是 对 字 家 以 非 重子 为 主 的 概念 的 支持 

从 理论 物理 前 度 看 ,宇宙 结构 的 形成 问题 是 一 个 初 值 问题 . 
如 困 我 们 能 知道 原初 扰动 产生 的 物理 机 制 ,从 而 算出 各 种 尺度 圭 
的 原初 扰动 幅度 ,又 能 知道 有 影响 扰动 演化 的 各 种 有 要素 ,从 而 能 写 出 
扰动 演化 的 可 徘 的 方程 式 , 孝 么 今天 宇宙 物质 的 分 布 和 运动 状况 
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就 可 以 完全 算出 来 ， 近 十 来 年 中 ,尽管 沿 这 思路 解决 问题 的 条 件 
还 远 不 成 总 ,但 宇宙 学 家 们 却 开 始 了 这 种 努力 ,并 取得 了 不 少 成 效 


关于 原初 扰动 的 问题 ,正如 在 § 8.10 中 提 到 的 , 它 只 能 产生 
在 内 账 结 束 之 前 , 按 真 空 相 变 引 起 暴 胀 的 机 制 ,考虑 到 不 同 地 点 发 
生 相 变 有 先后 ,这 将 会 导致 密度 起 优 . 定量 计算 表明 ,这 机 制 产生 
的 密度 反差 在 是 入 视界 时 ,不 同 波长 有 接近 相同 的 振幅 . 这 结 来 
与 哈里 孙 和 泽 尔 道 维 奇 从 唯 锭 分 析 所 推测 的 结果 是 一 臻 的. 因此 
这 种 原初 扰动 谱 成 了 理论 家 考虑 初 条 件 时 的 优先 选择 . 

扰动 进 视界 后 的 演化 与 背景 宇宙 介质 的 组 分 及 总 其 有 密切 的 
关系 . AMT A TD BB RS IR. 显然 ,最 杆 率 的 
想法 是 认为 今天 的 宇宙 以 重子 物质 为 主 ， 为 此 ,人 们 着 重 讨论 过 
2, 一 0.2 的 低 密 模 型 及 O.=1 的 高 密 模 型 . 但 是 这 类 模型 都 存在 
原初 抗 动 幅度 木 够 大 ,或 说 演化 时 间 不 够 的 困难 . 于 是 ,尽管 并 没 
有 太 量 非 重 子 物 质 存 在 的 直接 证 搓 , 人 们 的 法 意 力 还 是 集中 到 了 
ER FA ES ee . 
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由 于 粒子 物理 方向 的 原因 ,首先 被 深入 研究 的 是 2, 二 1 的 热 
暗物质 为 证 的 模型 . 按 这 模型 ,物质 结 团 先 发 生 在 超星 系 团 的 尺 
BYE. Ja ee ESE Te a eS. 从 数值 模拟 的 结果 看 ,在 
超 旦 系 团 和 太守 涧 尺 度 上 所 得 的 结果 与 相应 的 逮 天 观测 结果 定性 
地 符合 很 好 . 出 于 热 瞳 物质 在 结构 形成 后 仍 分 布 得 很 弥漫 ,因此 
这 模型 也 自然 地 解释 [从 是 系 和 星系 团 尺 度 圭 测 到 的 宇宙 平均 窗 
ERS 一 0.2 的 原因 . 坏 消息 是 模型 在 星系 尺度 上 的 行为 与 实 
际 很 难 一 致 . 例如 要 模型 在 红 移 为 2 或 3 时 形成 星系 , 则 大 尺度 
上 与 实际 的 符合 就 会 被 破坏 . 

A 80 年 代 中 期 ,人 们 把 更 多 的 注意 力 转向 了 冷 暗 物质 为 主 的 
模型 . 这 模型 中 物质 的 结 团 先 发 生 在 亚 星 系 尺度 上 ,然后 才 通 过 
并 合 而 结 成 星系 .星系 团 和 超 团 . 同样 用 数值 模拟 ,发 现 这 模型 在 
中 小 尺度 上 很 成 功 . 例如 对 星系 暗 时 中 的 密度 分 布 和 转动 曲线 ， 
星系 的 数 密度 ,星系 和 星系 的 分 布 闫 联 等 ,模型 都 给 出 了 正确 的 纺 
P. 由 于 这 类 天 文 观 测 资料 十 分 丰富 而 可 车 .因此 这 方面 的 成 功 
使 人 们 对 冷 暗物质 模型 产生 了 很 大 的 兴趣 . 可 是 模拟 带 来 的 也 有 有 
UR. 主要 是 模型 在 太 尺 度 上 产生 的 天 每 与 实际 符合 得 不 好 . 
至 90 年 代 初 期 , 随 着 大 尺度 巡天 资料 的 增加 和 质量 的 提高 ,高 红 
移 天 和 体 的 发 更 ,特别 是 微波 背景 辐射 上 大 尺度 温度 各 向 异性 的 测 
定 , 人 们 逐渐 意识 到 , 冷 暗 物质 为 主 的 模型 也 并 不 是 真实 宇宙 的 好 
的 写照 . 

90 年 代 以 来 ,实测 的 发 展 迫 使 人 人 们 设想 ,今天 的 宇宙 介质 可 
能 是 一 种 复杂 的 混合 物 ,其 中 重子 物质 . 热 暗 物质 、 冷 暗物质 .甚至 
还 有 真空 都 可 能 占有 不 可 忽略 的 百分比 . 如 果 这 样 ,模型 的 不 确 
定性 就 更 大 了 ,要 得 到 可 靠 结 论 的 困难 世 更 大 了 . 

成 近 十 多 年 的 研究 看 出 ,宇宙 结 档 的 形成 问题 是 一 个 综 台 性 
的 问题 . 它 与 暗物质 的 数量 问题 ,暗物质 的 组 分 问题, 衬 宙 常 数 回 
题 , 哈 过 常数 的 测定 及 宇宙 年 龄 问题 . 暴 胀 及 原初 扰动 的 起 源 问 
题 , 微 波 背 景 辑 射 的 各 向 异性 问题 等 都 有 密切 的 关系 . 在 这 些 回 
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可 能 的 . GREER EE PRORATED 
形成 的 各 个 物理 要 素 ,为 问题 的 完全 解决 作 准 备 ,同时 也 会 对 各 个 
相关 问题 的 研究 提供 启示 和 根据 . 这 种 局 面 其 实 也 是 整个 字 宙 学 
的 研究 现状 的 反映 . 

宇宙 学 作为 -个 极端 领域 , 它 无 疑 足 白 然 科学 基础 研究 中 最 
基本 和 最 困难 的 领域 之 一 . 经 过 广义 相对 论 建立 以 来 的 近 80 年 
的 努力 ,人 们 已 为 它 黄 定 了 - -个 可 靠 的 理论 基础 ,并 澄清 7 许多 重 
yyy a. 无 论 如 何 , 字 宙 学 中 未 解决 的 问题 比 已 解决 的 问题 监 
多 得 多 . 宇宙 学 家 们 正在 为 赢得 新 的 成 功 而 继续 努力 . 


附录 符号 和 约定 


广 文 相对论 中 若干 个 基本 景 或 茜 本 公式 的 定义 上 其 有 符号 的 全 
章 性 ,因此 同一 物理 公式 在 不 同 的 书 上 会 有 符号 的 产 别 ,本 书 采 
用 的 符号 和 约定 说 明 台 下 : 

1) 四 维 时 空 指标 用 硕 膀 学 母 慰 记 ， 

2) 三 维 竺 癌 指标 用 拉 ] FEHER - 

3) PRAA 

ds? = + g,dx"d2’. 
O PRP A KAE E N 


— l O 0 ?| 
O -1 0 Gi 
Fi 一 a 
Q $ tr ] 9 | 
Q Q 0 +1? 


5) a2 5k or 
— PE H Pia Pe. + Oana, = + Ria- 
6) PIÉ i 


7) AA HTHH Jr FE 
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1) 基本 常数 


FiA hE R 

EP BH ma Ar RA 
EE eK Se h RL 
E-F B ff 

H -y M E 
质子 质量 
HT ae 


2) 天 体 常 数 


地 球 质 量 

地 球 平均 半径 
地 球 轨 道 六 径 
水 是 轨道 半径 
水 星 公转 周期 
太阳 质量 
AEE 
银河 系 质量 
银河 系 直 径 


附录 物理 常数 


G=6.67* 10° Um” «kg SS 

c= 2.998 10° mses! 
A=1.055<10°"kg +m’ "rs ' 
k—1.381K10"°J]*+K™ 

e=1., 601x10 "C 

m. =9, 110x10 "kg 0. 511 MeV 
M= l. 673x107” kg =0. 9382 GeV 
ma — 1. 675x10 *keg=—0. 9395 GeV 


977X10” kg 

. 371x 10f m 

, 496x10" m 

. 546 x 10" m 

-2409 a 

. 989 x 10° kg 

.960* 10% m 

3.610 kg 

30~50 kpe=C1~1.5)*10°'m 


re n tn 


Da = Q l 
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